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Резюме 

Цель исследования. Рассматривается проблема постановки и решения обратных задач для систем урав-
нений шредингеровского типа и связанная с такими задачами (в подходах Гельфанда – Левитана и Мар-
ченко) проблема решения систем интегральных уравнений Фредгольма второго рода. 
Методы. На основе выполненного анализа представлена постановка обратной задачи теории квантового 
рассеяния для радиальных уравнений Шредингера, в подходе Марченко, при наличии нескольких связанных 
каналов с разными порогами (на примере двух каналов, с очевидным обобщением). Приведены конкретные 
свойства соответствующей S-матрицы рассеяния и асимптотик возможных связанных состояний, необ-
ходимые и достаточные для однозначного решения рассматриваемой в работе обратной задачи и ее фи-
зической адекватности. 
Результаты. Получена квазирациональная аппроксимация элементов S-матрицы (аппроксимация типа 
Паде) для обратной задачи теории рассеяния для системы двух уравнений шредингеровского типа с раз-
ными порогами, обладающая всеми необходимыми и достаточными для возможности решения свойствами 
в явном виде. Данная аппроксимация позволяет получить решение рассматриваемой обратной задачи (си-
стемы связанных уравнений Марченко – интегральных уравнений Фредгольма второго рода), в принципе, в 
аналитическом виде. Разработан алгоритм численного решения указанной обратной задачи.  
Заключение. Обсуждаются возможные области применения предлагаемого в работе алгоритма и разра-
ботанного метода численного решения обратной задачи для уравнений (систем уравнений) шредингеров-
ского типа и других подобных обратных задач. В работе получено аналитическое решение обратной задачи 
теории рассеяния для системы уравнений шредингеровского типа с разными порогами в случае S-матрицы 
специального вида. Подобранный специальный вид S-матрицы позволяет аппроксимировать (интерполиро-
вать) любые физически адекватные S-матрицы.  
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Abstract 

Purpose of research. We consider a problem of setting up and solution the inverse scattering problem for systems of 
Schrödinger equations. We consider a connected problem (in Gelfand–Levitanand- Marchenko approaches) of solution 
of systems of Fredholm integral equations of the second kind. 
Methods. Based on the performed an analysis the setting up of the scattering theory inverse problem for radial Schrö-
dinger equations is presented in Marchenko approach for case of a number of coupled channels with different thresh-
olds (by the example of two channels with obvious generalization).  
Results. Specific properties of the corresponding scattering S-matrix and asymptotics of possible bound states are 
obtained necessary and sufficient for explicit solution of the considered inverse scattering problem and its physical 
adequacy. A quasirational approximation of the S-matrix elements (Pade type approximant) for the scattering theory 
inverse problem for system of Schrödinger type equations is presented. The obtained approximation has explicitly all 
the necessary and sufficient properties for solution of the considered problem. The presented approximation allows to 
solve the considered inverse problem (system of coupled Marchenko equations – Fredholm integral equations of the 
second kind analytically, in principle.   
Conclusion. Possible areas of application of the presented algorithm and developed method of numerical solution of 
the inverse problem of equations (systems of equations) of Schrödinger type and other similar problems. Analytical 
solution of the scattering theory inverse problem for the system of Schrödinger type equations with different thresholds 
and for case of specific kind S-matrix. Designed specific kind of S-matrix allows to approximate (interpolate) any phys-
ically adequate S-matrices.  
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Введение 

Возникшая менее ста лет назад тео-
рия обратных задач в настоящее время 
является одним из важнейших направле-
ний как фундаментальных, так и при-
кладных исследований. В общем виде ее 
можно сформулировать как задачу опре-
деления некоторой функции (оператора) 
( )V r по экспериментально определяе-

мой функции ( )S k , из уравнения обрат-

ной задачи ( ) ( ) ,S k A V r k=   


, где A


 

есть некоторый известный оператор. Все 
величины, входящие в уравнение в об-
щем случае, могут быть многомерными. 
Необходимость решения обратных за-
дач имеется во многих естественно-
научных дисциплинах и технических 
приложениях [1–5]. Например, задачи об 
определении формы внутреннего де-
фекта (анизотропии) твердого тела с по-
мощью ультразвукового исследования, 
как и многие задачи в оптике, приводят 
к системам интегральных уравнений 
Фредгольма первого рода. Рассматрива-
емая в работе обратная задача кванто-
вого рассеяния (для дифференциального 
оператора Штурма – Лиувилля) приво-
дит к системам интегральных уравнений 
Фредгольма второго рода (методы Гель-
фанда – Левитана, Марченко, Крейна). 
Такого типа задача возникает как в кван-
тово-механических приложениях [6–16], 
так и в акустике [17; 18] и оптике [19]. 

В физических квантовых системах 
(атомных, ядерных) число открытых ка-
налов реакций можно считать конеч-
ным, но полное число каналов беско-
нечно, с ростом энергии системы растет 
число открытых каналов. Прямая задача 

для уравнения Шредингера в случае бес-
конечного числа каналов нерешаема. 
Для большинства рассчитываемых кван-
товых задач принимается модель сильно 
связанных каналов в приближении ко-
нечного числа состояний [6]. В этой ра-
боте нами представлено обобщение ме-
тода Марченко для решения обратной 
задачи теории квантового рассеяния [7]. 
Полученное нами обобщение позволяет 
получить аналитически решение обрат-
ной задачи для радиального уравнения 
Шредингера с несколькими связанными 
каналами, имеющими разные пороги. 
Решение аналогичной обратной задачи 
для бесконечной прямой было получено 
ранее в работе [8].  

Материалы и методы 

В прямой задаче квантового рассея-
ния решается радиальное уравнение 
Шредингера 

( ) ( )
2 2

2
2 2 , 0d L V r Q r q

dr r
 

− − + ψ = 
 



.   (1) 

Входящие в это уравнение матрицы 
имеют вид 

( )
( )

1 12

2 2

1 0
0 1

l l
L

l l
 +

=  + 



; ( ) 1

2

T

T

V V
V r

V V
 

=  
 

; (2) 

2

0
0
q

Q
q

 
=  
 

; ( ) ( ) ( )
( ) ( )

11 12

21 22

, ,
,

, ,
r q r q

r q
r q r q

 ψ ψ
ψ =  ψ ψ 

. (3) 

Это, соответственно, матрица квад-
рата орбитального момента, матрица по-
тенциалов, матрицы импульсов в кана-
лах и волновых функций. Мы опреде-
ляем пороги каналов 2E  и 1E  канала: 

2 1 0E E≥ =  ( 2q  – энергия системы). Внут-
ренние импульсы каналов 
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( )1 2 2

2
2 2

2
2 2

2
2 2

,  

для ;

для ;

для .

q q q q q

q E q E

i E q q E

q E q E

= ≡ =

 + − ≥
= + − <

− − ≤ −

          (4) 

Для метода Марченко определим 
исходные (экспериментальные) данные: 

( ) ( ){ }, 0 , , , 1,..., ,j jS q q M j n< < ∞ α =   (5) 

где ( )S q  – матрица рассеяния (задает 
асимптотику состояний рассеяния при 
r →+∞  регулярных в 0r =  решений 
уравнения (1); 2 0jα ≤ – энергия j-го свя-

занного состояния ( 0jiα ≥ ); jM – мат-
рица, элементы которой задают асимпто-
тику компонент волновой функции j-го 
связанного состояния. Используем сле-
дующую параметризацию S-матрицы [6]: 

1 1
2 2 ,S Q SQ

−
=                    (6) 

квадратные корни определены как глав-
ные значения. S-матрицу ( )S S q≡   при 

2q E>  запишем как S-матрицу для 
случая равных порогов: 

11 12

12 22

s s
S

s s
 

= = 
 

  

( ) ( )( )
( )( ) ( )

1 1 2

1 2 2

exp 2 cos 2 exp sin 2
,

exp sin 2 exp 2 cos 2

i i

i i

 δ ε δ + δ ε
 =
 δ + δ ε δ ε 

 

(7) 

где ( )i i qδ ≡ δ  (i = 1,2), ( )qε ≡ ε веще-

ственны. Для 2q E<  S -матрица 
имеет вид 

( )1 12

12 22

exp 2
,

i s
S

s s

 δ
 =
 
 



            (8) 

где фазовый сдвиг ( )1 1 qδ ≡ δ   веществе-
нен. Определенные таким образом пара-

метризации (6) и (7) обеспечивают усло-
вия унитарности S-матрицы выше порога 
второго канала и унитарности 1 1×  глав-
ной подматрицы для энергий между пер-
вым и вторым порогами. Кроме этого, 
элементы S-матрицы (5) являются анали-
тическими функциями q (исключая поро-
говые точки ветвления 2 ,q E=  и по-
люса вне вещественной оси [6]). Уравне-
ние Марченко имеет такой же вид, как и 
для случая равных порогов: 

( ) ( )

( ) ( )

, ,

, , 0.
x

F x y L x y

L x t F t y dt
+∞

+ +

+ =∫            (9) 

Это матричное уравнение является 
системой линейных интегральных урав-
нений Фредгольма II-го рода. Ядро (мат-
рица) уравнения 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2

1

1,
2

,
n

j j j
j

F x y H Qx I S q

H Qy dq H Q x M H Q y

+∞

−∞

=

 = − × π

× +

∫

∑    (10) 

где  

( )
( )

( )
1

2 2

0
,

0
l

l

h qx
H Qx

h q x

+

+

 
=   
 

 

( ) ( )
( )( )

1

2 2

0

0
l i

i
l i

h x
H Q x

h q x

+

+

 β
=  
 β 

 ,  (11) 

и I  – единичная матрица. Найдя из урав-
нения (8) матричную функцию ( ),L x y , 
получим потенциал уравнения Шредин-
гера (1): 

( ) ( ),
2

dL r r
V r

dr
= − .           (12) 

Таким образом, нами представлено 
обобщение формализма Марченко в слу-
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чае разных порогов парциальных кана-
лов. Для равных порогов 2 1 0E E= =  по-
лучаем формализм Марченко для свя-
занных каналов с равными порогами [9]. 
Очевидным образом получаем обобще-
ние для случая конечного числа каналов 
большего двух.  

Результаты и их обсуждение 

Для численного решения уравнения 
рассматриваемой задачи будем исполь-
зовать следующие аппроксимации функ-
ций из выражений (7), (8): 

( ) ( ) ( )
( ) ( )

2 1

2 1

exp ;
j j

j j j

f q if q
i

f q if q
+

δ =
−

 

( )
( )( ) ( )( )
( )( ) ( )( )

2212 12
2 2 1

2212 12
2 2 1

cos 2 ;
f q q q f q

f q q q f q

−
ε =

+
 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( )

12 12
2 1 2

2212 12
2 2 1

2
sin 2 ,

q q f q f q

f q q q f q
ε =

+
 (13) 

где ( )j
kf x (k = 1,2) – некоторые поли-

номы x, четные для i = 1 и нечетные для 
i = 2. S-матрица, определенная в пара-
метризации (13), обладает необходи-
мыми свойствами, если ее элементы 
продлить в область 2q E<  в соответ-

ствии с соотношениями (6), (13) и (4). В 
самом деле, S-матрица выше порога вто-
рого канала унитарна, т. к. здесь 0jq > . 

Унитарна ( )1 1×  главная подматрица 

между порогами (q2 – положительный 
мнимый, а q – положительный действи-
тельный, т. к.  

( )
( ) ( )

( ) ( )
( )

2212 12
2 2 1

2212 12
2 2 1

cos 2

             exp 2 ,

f q i q q f q

f q i q q f q

i

−
ε = =

+

= σ

 

где мы вводим аналитическую функцию 
( )qσ ≡ σ , вещественную между поро-

гами. При значениях q  на положитель-
ной мнимой полуоси, 2 0,q <  2q  положи-
тельный мнимый и S-матрица симмет-
рична и вещественна.  

Ранее нами использовался частный 
случай такой аппроксимации [10; 11] 
для численного решения (9) в случае 

2 1 0E E= = . При такой аппроксимации 
ядро (10) становится сепарабельным и 
уравнение (9) решается аналитически. В 
нашем случае последовательность реше-
ния аналогична. Подстановка (13) в (7) и 
затем в (10) позволяет проинтегрировать 
выражение для ядра, используя теорему 
о вычетах: 

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )
1

b

1

1

2 1

1 1

2 2

1

( , ) Res[ ( )( ( )) ( )]

 

.

pos

i

n

i q

n n

i i i i i i
i i n

n

i i i i i i
i

F x y i H qx I S q H qy

H x M H y H x Q H y

xH x Q H y H x Q H y y

= =β

= = +

=

= − +

+ β β = β β +

′ ′+ β β + β β

∑

∑ ∑

∑

 

(14) 

Здесь предполагается, что выраже-
ния (13) имеют полюса только первого 
порядка – нет физических оснований 
предполагать обратное (в ином случае 
рассмотрение технически усложняется, 
но по сути не меняется). Тогда очевидно, 
что (сравним (13) и (7)) внедиагональ-
ные элементы S-матрицы имеют полюса 
только первого порядка, в то время как 
диагональные элементы имеют полюса 
как первого, так и второго порядка. Ука-
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занные полюса второго порядка явля-
ются полюсами первого порядка недиа-
гональных элементов, в списке полюсов 
S-матрицы ( )pos1, ,i i nβ = … с [ ]Im 0iβ >  та-

кие полюса перечислены дважды. Таким 
образом, iβ ( )11, ,i n= …  – полюса второго 

порядка; iβ ( )1 1, , posi n n= + …  – полюса 

первого порядка; объединим также сла-
гаемые, возникающие от полюсов пер-
вого порядка с подобными от связанных 

состояний: { }1 1, , , ,
pos bn nβ = β …β α …α

pos bn n n= + ; также введены обозначения 

матриц ( )2 2× : 

1

2

( ) / 0
( ) ;

0 ( ) /
l

l

dh x dx
H x

dh x dx

+

+

 
′ =   

 
 

( )1 lim ( )
i

i iq
Q q S q

→β
= − −β , ( )1 1, , posi n n= + … ;  

1 2
i iQ M= , ( ),...posi n n= ;  

( )22 lim ( )
i

i iq

dQ q S q
dq→β

= − −β ( )11,...i n= . (15) 

Полиномы, входящие в аппроксима-
ции (13), могут иметь высокий порядок, 
с тем чтобы достаточно точно аппрокси-
мировать данные эксперимента (в наших 
расчетах [10; 11] до 40), поэтому для рас-
чета выражений (15) должны использо-
ваться компьютерные программы 
(например, Maple). Ядро (14) является 
сепарабельным, и уравнение (9) в этом 
случае решается подстановкой [11]: 

( )
1

( , ) ( )
n

i i
i

L x y P x H y
=

= β +∑  

( )
1

( ) ,
n

i i
i

N x yH y
=

′+ β∑            (16) 

где ( ) ( ), i iP x N x  – неизвестные ( )2 2×  
матрицы – функции от x. Поскольку мат-

рицы ( )iH yβ  и ( )iyH y′ β  линейно неза-
висимы, то подстановка (14) и (16) в (9) 
приводит к системе линейных относи-
тельно неизвестных ( ) ( ), i iP x N x  урав-
нений:  

( )
( ) ( )

( )
( )

3 5

1 2

6 4

2

,  ,  1,... ,

, 1,..

( ) ( ) ( ) ( )

(

. .

) ( ) ( ) ( )

i ij i ij
i

j j j j

i ij i ij
i

j j

P x Q x N x Q x

H x Q xH x Q

N x Q

i j n

x P x x

Q j n

Q

H x

+ =

′= β + β





=


+



=

== β

∑

∑
 (17) 

Введены обозначения: 

( ) ( )( )
( ) ( )( )

3 1

2

)

;

(ij ij i j jx

i j jx

Q x I H t H t dt Q

tH t H t dt Q

+∞

+∞

= δ + β β +

′+ β β

∫

∫
 

( ) ( )( )4 2) ;(ij i j jx
Q x H t H t dt Q

+∞
= β β∫  

( ) ( )( )
( ) ( )( )

5 1

2 2;

( )ij i j jx

i j jx

Q x tH t H t dt Q

t H t H t dt Q

+∞

+∞

β′= +

′ ′+ β

β

β

∫

∫
 

( ) ( )( )6 2( ) .ij ij i j jx
Q x I tH t H t dt Q

+∞ ′= δ + β β∫  (18) 

Интегралы, входящие в (18), при-
ведены в [12]. Система (17) 2n-матрич-
ных линейных уравнений приводится к 
системе 8n-скалярных линейных урав-
нений с известными коэффициентами и 
может быть решена численно, в резуль-
тате мы получаем элементы матриц 
( ) ( ), i iP x N x  для любых фиксирован-

ных значений x. Зная эти матрицы, 
можно рассчитать их производные 

( ) ( )/ ,  /i idP x dx N x dx . Затем из (16) и (17) 
получаем решение обратной задачи – 
потенциал ( )V r . 

Алгоритм иллюстрируется блок-
схемой, приведенной на рисунке.  



214                                                           Физика / Physics 

Известия Юго-Западного государственного университета. Серия: Техника и технологии /  
Proceedings of the Southwest State University. Series: Engineering and Technologies. 2022; 12(1): 208–218 

 
Рис. Блок-схема численного решения обратной задачи  

Fig. Block diagram of the inverse problem numeral solution 
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Одним из существенных элементов 
алгоритма является оценка полученного 
решения на основе некоторых критериев 
«негодности», в случае «негодности» 
процедура решения повторяется с но-
вым выбором исходных данных из воз-
можных интервалов, определяемых по-
грешностями экспериментальных дан-
ных. Необходимость такой оценки свя-
зана с проблемой некорректности – в 
данном случае неоднозначности реше-
ния, что связано как с приближённостью 
экспериментальных исходных данных, 
так и с их отсутствием при больших зна-
чениях энергии.  

Выводы 

Как показывают результаты числен-
ных экспериментов, хорошими критери-
ями являются ограничения на величину 
потенциала, величину его производной 
и на асимптотическое поведение потен-
циала в ноле и при больших r.  

Метод решения системы уравнений 
Фредгольма второго рода и соответству-
ющий алгоритм могут быть применены 
также к решению систем уравнений 
Фредгольма первого рода, а следова-
тельно, могут быть использованы для 
других задач фундаментальных и при-
кладных исследований.  
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