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Резюме 

Цель исследования. Оценка количественного накопления повреждений в углерод-углеродном композицион-

ном материале и влияния повреждаемости на несущую способность эндопротеза в процессе непрерывного 

нагружения. Необходимость оценки влияния повреждаемости на несущую способность обусловлена неод-

нородной структурой УУКМ. Причиной неоднородности УУКМ является пироуглеродная матрица, которая 

на уровне размерности кристаллитов является стохастической средой. В силу специфики строения УУКМ 

при малых нагрузках, вызванных случайными обстоятельствами при передвижении человека, могут возни-

кать повреждения зерен, которые приводят к изменению упругих свойств в области повреждений пироугле-

родной матрицы и УУКМ. Такие изменения приводят к псевдопластическому деформированию изделия из 

УУКМ. 

Методы. Модель для анализа влияния накопления повреждений на несущую способность эндопротеза, раз-

работанная в рамках исследования, является синтезом двух методологически различных моделей. Первым 

уровнем модели является алгоритм, позволяющий получить решения интегрального уравнения для дефор-

маций в зернах поликристалла пиролитического углерода, определить вероятности повреждения зерен 

матрицы для каждого из критериев, вычислить объемные доли разрушенных, частично поврежденных и 

неповрежденных кристаллитов и определить на двух масштабных уровнях упругие свойства пироуглерод-

ной матрицы в рамках обобщенного сингулярного приближения и УУКМ по полидисперсной модели. Вторым 

уровнем является конечно-элементная модель бедренного компонента эндопротеза тазобедренного су-

става, созданная в пакете ANSYS. Модель второго уровня позволяет оценить влияние повреждений мат-

рицы на размерном уровне кристаллитов на макроскопическое механическое состояние конструкции. Вза-

имосвязь двухуровневой модели обеспечивается непрерывным обменом данными между двумя уровнями. 

Результат исследования. Кусочно-линейная диаграмма, демонстрирующая нетривиальный псевдопла-

стический характер деформирования УУКМ. 

Заключение. Двухуровневая модель бедренного компонента эндопротеза ТБС показала, что УУКМ демон-

стрирует закритическое псевдопластическое деформирование, что свидетельствует о живучести и по-

ложительном механическом отклике конструкции. 
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Abstract 

The purpose of the study. Assessment of the quantitative accumulation of damage in the C/C composite and the 

effect of damage on the bearing capacity of the endoprosthesis during continuous loading. The need to assess the 

impact of damage on load-bearing capacity is due to the heterogeneous structure of the C/C composite. The reason 

for the inhomogeneity of the C/C composite is the pyrocarbon matrix, which is a stochastic medium at the level of the 

crystallite dimension. Due to the specific structure of the C/C composite, damage to the grains may occur under low 

loads caused by accidental circumstances during human movement. Damage to the grains leads to a change in elastic 

properties in the area of damage to the pyrocarbon matrix and C/C composite. Such changes lead to pseudoplastic 

deformation of the C/C composite product. 

Methods. The model for analyzing the effect of damage accumulation on the bearing capacity of the endoprosthesis, 

developed as part of the study, is a synthesis of two methodologically different models. The first level of the model is 

an algorithm that allows us to obtain solutions to the integral equation for deformations in polycrystal grains of pyrolytic 

carbon, determine the probabilities of damage to the matrix grains for each of the criteria, calculate the volume fractions 

of destroyed, partially damaged and undamaged crystallites, and determine the elastic properties of the pyrocarbon 

matrix at two scale levels within the framework of the generalized singular approximation and the polydisperse model. 

The second level is a finite element model of the femoral component of the hip arthroplasty, created in the ANSYS 

package. The second level model makes it possible to evaluate the effect of matrix damage at the dimensional level of 

crystallites on the macroscopic mechanical condition of the structure. The interconnection of the two-level model is 

ensured by the continuous exchange of data between the two levels. 

Result of investigation. A piecewise linear diagram demonstrating the nontrivial pseudoplastic nature of the C/С 

composite deformation. 

Conclusion. A two-level model of the femoral component of the hip joint endoprosthesis showed that the C/C compo-

site exhibits subcritical pseudoplastic deformation, which indicates the survivability and positive mechanical response 

of the structure. 

Keywords: pyrocarbon; femoral component; endoprosthesis; hip joint; polycrystalline grain; material structure; pseu-

doplastic deformation. 
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Введение 

Согласно статистическим данным 

наблюдается тенденция к росту числа опе-

раций по эндопротезированию тазобед-

ренного сустава [1]. Диапазон возрастов 

пациентов, которым требуется операция 

по протезированию, также существенно 

различен [2]. Поэтому важным вопросом 

является выбор материала и конструкции 

эндопротеза тазобедренного сустава 

(ТБС), которые бы обеспечили непрерыв-

ный срок использования имплантата без 

ревизионных операций. Основная часть 

имплантатов изготавливается из металли-

ческих сплавов, что ограничивает их срок 

использования по причине расшатывания 

имплантата бедренной части эндопротеза 

тазобедренного сустава в костномозговом 

канале кости по причине серьезной разно-

сти полей распределения деформаций и 

напряжений в костной ткани в сравнении 

с нативной не протезированной конечно-

стью [3] (эффект «экранирования напря-

жений»), а также по причине аккумуляции 

ионов металла в окружающих тканях [4], 

которые приводят к остеолизу [5], к дер-

матитам, крапивнице, васкулитам [6] и в 

конечном счете к ревизионному протези-

рованию [7]. 

Использование углерод-углеродных 

композиционных материалов с пироугле-

родной матрицей (далее – УУКМ) в био-

медицинских приложениях является пер-

спективным направлением в силу биоло-

гической стабильности [8] и близости 

упругих свойств УУКМ к упругим свой-

ствам кортикальной [9] и трабекулярной 

костной ткани [10] ~14–29 ГПа. Близкие 

значения модуля упругости УУКМ осу-

ществляется подбором армирующего ком-

понента – углеродного волокна и вариа-

цией объемной доли матрицы и волокна. 

Нахождение модуля упругости УУКМ в 

одном диапазоне с модулем упругости на-

тивной костной тканью минимизирует 

влияние эффекта «экранирования напря-

жений» и препятствует снижению плотно-

сти окружающей имплантат костной 

ткани. Помимо этого, за счет развитой си-

стемы пор обеспечивается качественная 

фиксация имплантата. 

Однако УУКМ отличаются от боль-

шинства композиционных материалов су-

щественным разбросом свойств. Разброс 

свойств УУКМ обусловлен неоднородной 

стохастической структурой пиролитиче-

ской углеродной матрицы [11]. В силу 

стохастичности структуры и осциллирую-

щего характера полей напряжений в зер-

нах пиролитической углеродной матрицы 

кристаллиты могут повреждаться, разру-

шаться при макронапряжениях, суще-

ственно меньших соответствующих  

пределов прочности кристаллитов в кри-

сталлографической системе координат. 

Накопление повреждений существенным 

образом оказывает влияние на упругие 

свойства матрицы и УУКМ, что, соответ-

ственно, приводит к изменению механи-

ческой реакции изделия из УУКМ и, как 

следствие, к изменению несущей способ-

ности. 

Во множестве работ рассматривались 

разнообразные задачи с вариацией гра-

ничных условий: от динамических нагру-

зок, имитирующих полный цикл фазы 

ходьбы [12], до статических, задаваемых 

сосредоточенными силами [13]. Конеч-

ным итогом таких задач являлось исследо-

вание напряженно-деформированного со-

стояния имплантатов и костной ткани, по-

лучение распределений напряжений в раз-

личных зонах эндопротеза цементной 

фиксации [14], оценка биосовместимости 

материалов Ti-6Al-4V, TiNbZrTaFe им-

плантата на основе оценки напряженно-

деформированного состояния [15] и опти-

мизации формы [16], несущей способно-

сти, анализ результатов решений, сопо-

ставление и корреляция с поставленными 

целями и экспериментом. Однако основ-
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ная часть работ касается исследования им-

плантатов, моделью материала которых 

является однородная изотропная среда с 

осредненными эффективными свойства-

ми. Материалы имплантатов бедренного 

компонента в большей части исследова-

ний – сплавы титана, кобальтохромовые 

сплавы, нержавеющие стали. 

Поэтому для оценки несущей способ-

ности в качестве материала эндопротеза 

ТБС необходима оценка количественного 

накопления повреждений УУКМ, а также 

оценка влияния повреждаемости на несу-

щую способность эндопротеза, причем 

при оценке несущей способности эндо-

протеза в процессе нагружения необхо-

димо прогнозировать свойства материала 

в режиме непрерывного нагружения. 

Материалы и методы  

Авторами [17] при оценке несущей 

способности бедренного компонента эн-

допротеза ТБС было определено, что раз-

рушение однонаправленного УУКМ осу-

ществляется от межволоконных сдвигов, а 

наибольший вклад оказывает сдвиговая 

компонента тензора напряжений σ𝑥𝑦. 

Нормальные компоненты тензора напря-

жений, согласно картинам распределения 

напряжений по объему имплантата, не 

оказывают существенного влияния на по-

терю несущей способности. Очевидно, 

что источником разрушения при данных 

условиях является пироуглеродная мат-

рица, а основным источником начальной и 

последующей стадий разрушения явля-

ются специфически ориентированные 

зерна пироуглеродной матрицы, напряже-

ния в которых существенным образом 

превышают величину макронапряжения. 

Для анализа разрушения кристалли-

тов пироуглерода воспользуемся критери-

ями, которые сформулированы авторами 

[18] в терминах компонент тензора напря-

жений: 

σ33 ≥ σ3
+;                         (1) 

√σ13
2 + σ23

2 ≥ τ13;                (2) 

σ11 + σ22
2

+ 

+√
(σ11 − σ22)2

4
+ σ12

2 ≥ σ1
±; 

(3) 

√
(σ11 − σ22)2

4
+ σ12

2 ≥ τ12, (4) 

где σ3
+, σ1

± – пределы прочности в направ-

лении оси гексагональной симметрии и в 

поперечном направлении, где знак «+» в 

верхнем регистре означает соответствие 

моде нагружения, «–» – растяжению; 

τ12, τ13 – пределы прочности при сдвиге в 

плоскостях x1 – x3 и x1 – x2. 

Величины пределов прочности ука-

заны в таблице 1. 

Таблица 1. Пределы прочности кристаллита пироуглерода 

Table 1. Strength limits of pyrocarbon crystallite 

Величины пределов прочности, МПа 

σ1
± σ3

+ τ12 τ13 

34320 4324 5796 12140 

 

При реализации одного из критериев 

зерно не оказывает механического сопро-

тивления по данному критерию, но про-

должает оказывать сопротивление по 

остальным трем критериям.  

Тензор упругих постоянных неповре-

жденного зерна пироуглерода в кристал-

лографической системе координат имеет 

пять независимых величин и в матричном 

представлении имеет вид 
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Cmn
cr(0)

=

(

 
 
 

C11 C12 C13 0 0 0
C12 C11 C13 0 0 0
C13 C13 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 C66)

 
 
 

. 

Упругая постоянная C66 не является 

независимой и равна С66 =
𝐶11−𝐶12

2
, по-

этому число независимых упругих посто-

янных кристаллита, имеющего гексаго-

нальную симметрию, равно 5. 

Индекс «cr» в верхнем регистре у обо-

значения Cmn
cr(0)

 означает то, что компо-

ненты матрицы упругих постоянных 

представлены в кристаллографической 

системе координат. Компоненты тензора 

напряжений поврежденных кристаллитов 

должны удовлетворять определенным 

условиям. Так для кристаллита, повре-

жденного по критериям (2), (3), компо-

ненты тензора напряжений должны  

удовлетворять следующим условиям: 

σ33 ≤ 0,  σ13 = σ23 = 0. Чтобы удовлетво-

рить условиям, описанным выше, упругие 

постоянные C13, C33, C44 необходимо ре-

дуцировать – приравнять нулю. Таким об-

разом, тензор упругих постоянных повре-

жденного зерна типа (1)+, где (1) показывает 

тип поврежденного зерна, а знак «+» соот-

ветствует всестороннему растяжению, 

примет следующий вид: 

Cmn
cr(1)+ =

(

 
 
 

C11 C12 0 0 0 0
C12 C11 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 c66)

 
 
 

. 

Для деформированного состояния  

(ε1 < 0, ε2 < 0, ε3 < 0) компоненты тензора 

напряжений должны удовлетворять усло-

виям σ12 = C44ε12 ≤ 0 , σ23 = C44ε23 ≤ 0.    
Таким образом, тензор модулей упругости 

примет вид 

Cmn
cr(1)− =

(

 
 
 

C11 C12 C13 0 0 0
C12 C11 C13 0 0 0
C13 C13 C33 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 C66)

 
 
 

. 

Анализ деформированных состояний 

с комбинацией растяжений и сжатий пока-

зал, что вследствие сильной анизотропии 

зерен пироуглерода такие состояния мало-

вероятны и ими можно пренебречь. Таким 

образом, тензор упругих постоянных кри-

сталлита с учетом возможных поврежде-

ний по критериям (2)–(3) во всех состоя-

ниях может быть представлен в кристал-

лографической системе координат в ква-

зилинейном виде, зависящем только от 

компоненты деформации ε33: 

Cmn
cr(1)

= Cmn
cr(1)+H(ε33) + 

+Cmn
cr(1)−[1 − H(ε33)], 

(5) 

где H(ε33) – функция Хэвисайда;  

H(ε33) = {
0, ε33 < 0;
1, ε33 ≥ 0.

 

В силу сильной анизотропии кристал-

лита пироуглерода вероятность различ-

ных комбинаций растяжения и сжатия 

имеет низкую вероятность реализации, 

поэтому такими деформированными со-

стояниями пренебрегают. 

Рассмотрим повреждения зерен пиро-

углерода по критериям (3)–(4). При повре-

ждении зерна по критериям (3)–(4) зерно 

перестает оказывать сопротивление растя-

жению в любом направлении в графено-

вой плоскости x1 – x2 и сдвигу в данной 

плоскости. Очевидно, что в поврежден-

ном состоянии такого зерна компоненты 

тензора напряжений должны соответство-

вать условиям: σ1 = 0, σ2 = 0, σ12 = 0  

при ε1 > 0, ε2 > 0, ε3 > 0 . Так как C66 не 

является независимой константой, то ко-

личество упругих постоянных, подлежа-

щих редуцированию, равно четырем: 

C11 = C12 = C13 = C66 = 0. Обозначим 
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поврежденное зерно по аналогии индек-

сом (2)+. Тензор упругих постоянных та-

кого зерна имеет вид 

Cmn
cr(2)+ =

(

 
 
 

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 0)

 
 
 
. 

Аналогично для состояния (2)- тензор 

упругих постоянных  

Cmn
cr(2)− =

(

 
 
 

Cd Cd C13 0 0 0
Cd Cd C13 0 0 0
C13 C13 C33 0 0 0
0 0 0 C44 0 0
0 0 0 0 C44 0
0 0 0 0 0 0)

 
 
 

, 

где Cd =
C11+C12

2
. 

Общий вид тензора упругих постоян-

ных поврежденного кристаллита по кри-

териям (3)–(4) в кристаллографической 

системе координат имеет следующий вид: 

Cmn
cr(2)

= Cmn
cr(2)+H(𝜀33)+ 

+ Cmn
cr(2)−[1 − H(𝜀33)], 

 

 

(6) 

Тензор упругих постоянных пиро-

углеродной матрицы, когда матрица со-

держит все типы зерен (имеющих механи-

ческое сопротивление), является функци-

оналом, т. к. внутренние переменные яв-

ляются функциями от ε33. В глобальной 

(лабораторной) системе координат тензор 

упругих постоянных имеет вид 

Cijmn(r⃑) = 

=∑[λ𝑘(𝑟) Cpqrs
cr(k)α𝑖𝑝(𝑟) ×

2

𝑘=0

 

      × α𝑗𝑞(𝑟)α𝑚𝑟(𝑟)α𝑛𝑠(𝑟)], 

 

 

 

 

 (7) 

где α𝑖𝑝(𝑟), α𝑗𝑞(𝑟), α𝑚𝑟(𝑟), α𝑛𝑠(𝑟) – на-

правляющие косинусы локальной кри-

сталлографической системы координат 

кристаллита в точке 𝑟 относительно гло-

бальной системы координат. 

Для определения макронапряжений в 

зернах поликристалла пироуглерода ис-

пользуется интегральное уравнение для 

тензора макродеформаций [19] 

ε𝑖𝑗(𝑟) = ε𝑖𝑗
∗ + 

+∫ 𝑔𝑚𝑛𝑖𝑗(𝑟 − 𝑟′)

𝑉

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑟′) − ⟨𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙⟩] × 

× ε𝑘𝑙(𝑟′)𝑑
3𝑟′, 

 

 

 

 

(8) 

где ε𝑖𝑗
∗  – компоненты тензора макродефор-

маций, получаемые из решения краевой 

задачи для однородного тела, но так как 

граничные условия в перемещениях  

соответствуют однородной макродефор-

мации 𝑢𝑖(𝑟)|𝑠 = ε𝑖𝑗
∗ 𝑥𝑗, то решение  

равно простой тензорной константе; 

𝑔𝑚𝑛𝑖𝑗 =
1

2
(𝐺𝑖𝑘,𝑗𝑙 + 𝐺𝑗𝑘,𝑖𝑙) – тензор Грина 

изотропной осредненной среды с тензо-

ром модулей упругости ⟨𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙⟩; 𝐺𝑖𝑘,𝑗𝑙 – вто-

рая производная тензора Грина; 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑟′) – 

тензор модулей упругости, зависящий от 

координат, областью определения кото-

рого является весь объем тела; ⟨𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙⟩ – 

осредненный по объему тела 𝑉 изотроп-

ный тензор модулей упругости; ⟨𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙⟩ = 

=
1

𝑉
∫ 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑟)𝑑𝑟 = 3〈𝐾〉𝑉

𝑉𝑖𝑗𝑘𝑙 + 2〈𝜇〉𝐷𝑖𝑗𝑘𝑙; 

𝑉𝑖𝑗𝑘𝑙, 𝐷𝑖𝑗𝑘𝑙 – шаровая и девиаторная части 

единичного тензора ранга 4; ∫𝑑3𝑟 – инте-

грал по объему в пространстве ℝ3; 

∫𝑑3𝑟 = ∭𝑑𝑟1𝑑𝑟2𝑑𝑟3. 

Решение уравнения осуществляется 

численно по методике, разработанной ав-

торами [18]. Для решения задачи вели-

чины макродеформации снимаются с рас-

четной модели в ANSYS. При переходе от 

массива деформаций (для связи с критери-

ями повреждений), которые являются ре-

шениями уравнения (8), к массиву напря-

жений используется закон Гука 

σ𝑖𝑗(𝑟) = 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛(𝑟)ε𝑚𝑛(𝑟). 

Далее при помощи алгоритма стро-

ятся плотности распределения вероятно-
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стей напряжений в зернах, а по ним опре-

деляются вероятности повреждений зерен 

по критериям (1)–(4): 

π01 = ∫ 𝑓(σ33)𝑑σ33σ33
(ξ)
≥σ33

+ , 

π02 = 

= ∫ 𝑓(σ13,  σ23)𝑑σ13𝑑σ23
√σ13

2 +σ23
2 ≥τ13

, 

 

 

 

(9) 

Для критериев (3)–(4) вероятности 

определяются аналогично. 

По величинам вероятностей опреде-

ляются объемные доли поврежденных зе-

рен (а также неповрежденных). Взаимо-

связь между вероятностями повреждений 

зерен по критериям (1)–(4) и объемными 

долями данных зерен на i-м и (i–1)-м шаге 

определятся выражениями, полученными 

на основе комбинаторного анализа [20].  

Результаты анализа повреждений зе-

рен пиролитической углеродной матрицы 

на размерном уровне кристаллитов, их 

влияние на изменение упругих свойств 

как матрицы, так и УУКМ непосред-

ственно связаны с изделием – бедренным 

компонентом эндопротеза тазобедренного 

сустава. Для взаимосвязи микромеханиче-

ского уровня кристаллитов с макроскопи-

ческим уровнем изделия была разработана 

расчетная модель, аналогичная модели ав-

торов [17], которая представлена на ри-

сунке 1. 

 

Рис. 1. Расчетная модель системы «эндопротез – кость»: 1 – эквидистантная оболочка, 

имитирующая кортикальную костную ткань; 2 – бедренный компонент; 3 – внутренняя часть 

бедренной  

кости с выработанным костномозговым каналом под бедренный компонент, имитирующая 

трабекулярную костную ткань; 4 – суставная головка 

Fig. 1. Computational model of the endoprosthesis – bone system: 1 – equidistant membrane imitating  

 cortical bone tissue; 2 – femoral component; 3 – inner part of the femur with a developed bone  

 marrow canal under the femoral component imitating trabecular bone tissue; 4 – articular head 

Расчетная модель состоит из контину-

альных твердотельных моделей. Материал 

бедренного компонента 2 (см. рис. 1) –  

однонаправленный УУКМ, имеет транс-

версальную симметрию. В силу плавности 

изгибающейся формы имплантата упру- 

гие свойства задавались путем введения 

локальных систем координат, которые ку-

сочно-линейно аппроксимировали кри-

вую, вдоль которой должны быть заданы 

истинные свойства УУКМ. 
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Материал суставной головки 4 (см. 

рис. 1) – хромомолибденовый сплав, кото-

рый используется в паре трения «металл – 

полиэтилен» [21]. Бедренная кость в силу 

сложной многомасштабной структуры 

разделена на две континуальные модели – 

тонкостенная оболочка 1, охватывающая 

внутреннюю структуру кости, и внутрен-

няя часть бедренной кости с выработан-

ным костномозговым каналом под бед-

ренный компонент (см. рис. 1). Разделение 

на два тела необходимо по причине того, 

что на мезоуровне кость разделяется на 

кортикальную и трабекулярную костную 

ткань. В механическом смысле их упругие 

свойства существенно различны, связано 

это в первую очередь с тем, что кортикаль-

ная костная ткань образована плотноупа-

кованными полыми цилиндрами – остео-

нами, а трабекулярная ткань – разнона-

правленными стержнями – трабекулами 

[22]. Помимо этого трабекулярная костная 

ткань имеет существенную пористость 

(30–90%) [22]. В таблице 2 указаны упру-

гие свойства всех компонентов модели.

Таблица 2. Упругие свойства материалов компонентов расчетной модели 

Table 2. Elastic properties of the materials of the components of the computational model 

Мате-

риал 

компо-

нента 

модели 

Модуль упругости,  

ГПа 

Модуль сдвига,  

ГПа 

Коэффициент  

Пуассона 
Данные 

работы 
Е11 Е22 Е33 G12 G13 G23 ν12 ν13 ν23 

1 13,2 13,2 17,9 3,3 3,3 3,6 0,59 0,4 0,4 [9] 

2 10,5 10,5 31,0 2,3 2,3 15,5 0,482 0,2521 0,2521 [17] 

Изотропные материалы расчетной модели 

3 4485 + 5455

2
 

1801,2 + 2190,8

2
 0,245 [23] 

4 120 44,78 0,34 [15] 

Примечание. В таблице номер компонента модели соответствует позиции детали, ука-

занной на рисунке 1. 

 

Сформулируем краевую задачу тео-

рии упругости с соответствующими гра-

ничными условиями в общем виде в трех-

мерной декартовой системе координат 

𝑂𝑥1𝑥2𝑥3: 

σ𝑖𝑗,𝑗(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ 𝑉𝑡; (10) 

σ𝑖𝑗(𝑥) = 〈𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙〉ε𝑘𝑙(𝑥); (11) 

ε𝑖𝑗(𝑥) =
1

2
[𝑢𝑖,𝑗(𝑥) + 𝑢𝑗,𝑖(𝑥)], (12) 

где 𝑉𝑡 – объем компонента расчетной мо-

дели, а 𝑡 – индекс-указатель номера ком-

понента расчетной модели 𝑡 = 1, 2, 3, 4. 

Граничные условия II типа: 

{
 

 𝑢𝑗(𝑥𝑖) = 0,   ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑆1 =⋃ 𝑆1
𝑘

3

𝑘=1
,   

𝑖, 𝑗 = 1, 2, 3;

𝑢𝑗(𝑥𝑖) = 𝑢0(𝑥𝑖),    ∀𝑥𝑖 ∈ 𝑆2,   𝑖 = 1,2,

 

где 𝑢𝑗(𝑥𝑖) – неизвестные компоненты век-

тора перемещений 𝑢⃗⃗; σ𝑖𝑗(𝑥𝑖) – неизвест-

ные компоненты тензора напряжений; 

𝑢0(𝑥𝑖) – функция, показывающая равно-

мерное перемещение суставной головки с 

шагом δ = 0,05 мм в плоскости 𝑥1𝑂𝑥2 под 

углом α = 74°36′ и определяемая выраже-

нием 
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|𝑢0(𝑥𝑖)| = √
(𝑥1(0) + δ𝑛ctg (

απ

180°
))

2

+

+(𝑥2(0) + δ𝑛tg (
απ

180°
))

2

,

  

𝑛 – количество шагов перемещения; 𝑆1 – 

поверхность дистального эпифиза бедрен-

ной кости, где 𝑆1
𝑘 , 𝑘 = 1…3, – поверхно-

сти латерального и медиального мыщелок 

и надмыщелок бедренной кости и межмы-

щелковой ямки; 𝑆2 – поверхность сустав-

ной головки, используемая для задания 

перемещения функцией 𝑢0(𝑥𝑖). 
Для двустороннего контакта типа 

«bonded» (согласно терминологии, приме-

няемой в ANSYS), где для поверхности 

контактного взаимодействия 𝑆𝑐
𝑖 = 𝑆𝑐

𝑖 (𝑡)
=

= 𝑆𝑐
𝑖 (𝑟)

 должны быть выполнены следую-

щие кинематические и силовые контакт-

ные условия: 

{
  
 

  
 𝑢𝑛

𝑖(𝑡)(𝑥) = 𝑢𝑛
𝑖(𝑟)(𝑥),

  𝑖 = 1,2, …8, ∀𝑥 ∈⋃ 𝑆с
𝑘

3

𝑘=1
;

σ𝑛
𝑡 (𝑥) = −σ𝑛

𝑟 (𝑥) ≤ 0,

  𝑖 = 1,2, … 8, ∀𝑥 ∈⋃ 𝑆с
𝑘

3

𝑘=1
,

 

где 𝑢𝑛
𝑖(𝑡)
(𝑥), 𝑢𝑛

𝑖(𝑟)
(𝑥) – проекции векторов 

перемещений граничных точек 𝑥 ∈ 𝑆𝑐
𝑖  на 

направление нормали 𝑛⃗⃗ к границе компо-

нента расчетной модели, где индексы t, r в 

верхнем регистре означают transmission и 

reception;  ⋃ 𝑆с
𝑘3

𝑘=1 = 𝑆𝑐
1 ∪ 𝑆𝑐

2 ∪ 𝑆𝑐
3 – по-

верхности контактного взаимодействия; 

σ𝑛
𝑟 (𝑥), σ𝑛

ℎ(𝑥) – компоненты тензора напря-

жений на направление внешней нормали 

𝑛⃗⃗. 

На рисунке 2 представлено располо-

жение поверхностей, на которых заданы 

граничные условия.

 

Рис. 2. Схема расположения поверхностей контакта и приложения нагрузок 

Fig. 2. The layout of the contact surfaces and the application of loads 
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На начальном этапе нагружения мате-

риал бедренного компонента эндопротеза 

ТБС – УУКМ имеет однородные свойства 

по всему объему. По мере нагружения рас-

четной модели при определенных величи-

нах нагрузки, которой соответствует пере-

мещение суставной головки, происходит 

реализация одного из критериев (1)–(4). 

При реализации критерия тензор упругих 

постоянных кристаллита изменяется со-

гласно уравнениям (4)– (5). Для определе-

ния величины макронагрузки, при кото-

рой на размерном уровне кристаллитов 

происходит повреждение, осуществляется 

путем передачи наибольшей величины 

сдвиговой компоненты макродеформации 

ε12
max, снятой с поля распределения макро-

деформаций, полученного при решении 

краевой задачи в ANSYS, в микромехани-

ческую модель анализа повреждений.  

Для определения объемного вклада 

повреждений кристаллитов в детермини-

рованную величину эффективных свойств 

матрицы определяются вероятности по 

соответствующим плотностям распреде-

ления, аналогично работе [26]. На основе 

вероятностей повреждений, которые 

определяются уравнениями (8)–(9), вы-

числяются объемные доли поврежденных 

кристаллитов. Тип кристаллита зависит от 

типа повреждения и, соответственно, от-

личается видом тензора упругих постоян-

ных. Количество объемных долей позво-

ляет определить эффективные упругие 

свойства пироуглеродной матрицы. Для 

вычисления эффективных упругих 

свойств в работе использовано обобщен-

ное сингулярное приближение [24], где в 

качестве тела сравнения используются 

средние модули упругости однофазного 

поликристалла гексагональной симмет-

рии в следующем виде: 

〈𝐾〉 =
1

9
(2𝐶11 + 𝐶33 + 2(𝐶12 + 𝐶13)),  

〈μ〉 =
1

30
(
7𝐶11 + 2𝐶33 − 5𝐶12 −
− 4𝐶13 + 12𝐶44

). 

На некотором i-м шаге нагружения 

эффективные упругие модули 𝐾0(𝑖)
∗ , 𝜇0(𝑖)

∗  в 

зависимости от объемной доли повре-

жденных и неповрежденных зерен пиро-

углерода вычисляются по выражениям 

𝐾0(𝑖)
∗ = ∑ ω𝑘

𝑛
𝑘=1 𝐾𝑘

∗, 

μ0(𝑖)
∗ = ∑ ω𝑘

𝑛
𝑘=1 μ𝑘

∗ , 
 

(13) 

где 𝐾𝑘
∗, μ𝑘

∗  – эффективные упругие модули 

k-го типа кристаллита; ω𝑘 – объемная 

доля кристаллитов k-го типа. 

Для дальнейшего прогнозирования 

упругих свойств однонаправленного 

УУКМ осуществляется переход от эффек-

тивных модулей 𝐾∗, μ∗ к 𝐸, 𝜈 по простей-

шим соотношениям 

𝐸∗ =
9𝐾∗μ∗

3𝐾∗ + μ∗
,  𝜈∗ =

3𝐾∗ − 2μ∗

6𝐾∗ + 2μ∗
 . 

. 

(14) 

Следующим этапом является вычис-

ление технических постоянных упругости 

однонаправленного УУКМ, имеющего 

трансверсальную симметрию. УУКМ 

определяется пятью независимыми техни-

ческими постоянными упругости, причем 

переменными при вычислении упругих 

свойств УУКМ являются только свойства 

матрицы, а свойства наполнителя –  

углеродного волокна являются неизмен-

ными. Для определения эффективных 

упругих свойств используется полидис-

персная модель с цилиндрическими вклю-

чениями [25]. Для введения эффективных 

свойств в расчетную модель в объеме  

бедренного компонента выделяется объ-

емная окрестность вокруг наибольшей  

величины макронапряжения, при которой 

происходит повреждение. Размер данной 

области выбирается путем соответствия 

средних величин макронапряжений в  

конечных элементах σ12|𝑖 условию 

|
σ12
max−σ12|𝑖

σ12
| ∙ 100% ≤ 3%. По мере удале-

ния от наибольшей величины макронапря-

жений в определенном конечном элементе 

отклонение средней величины макрона-

пряжения превысит 3%. Совокупность 
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данных значений и соответствующих ко-

нечных элементов будут определять гео-

метрическую форму области в модели, в 

которой кристаллиты пироуглерода будут 

повреждены. 

После ввода свойств УУКМ с матри-

цей, имеющей повреждения, в область 

производится повторение цикла, описан-

ного ранее. Таких циклов столько, сколько 

областей будет обнаружено, а процесс 

расчета будет завершен при условии  

достижения величины σ12
max предела проч-

ности на сдвиг однонаправленного УУКМ 

с пироуглеродной матрицей равного  

19,3 МПа [18]. 

Для простоты понимания взаимосвязи 

двух уровней модели представим взаимо-

действие логической схемой (рис. 3).

 

Рис. 3. Блок-схема программы оценки несущей способности бедренного компонента эндопротеза  

Fig. 3. Flowchart of the program for assessing the bearing capacity of the femoral component of the  

 endoprosthesis 
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Результаты и их обсуждение 

В процессе многократного повторе-

ния расчета в объеме модели бедренного 

компонента эндопротеза ТБС были выде-

лены четыре области, в которых кристал- 

литы повреждены по всем критериям и 

представляют собой гранулированную 

среду. На рисунке 4 представлены выяв- 

ленные области, в которых УУКМ имеет 

поврежденную матрицу.  

Для оценки влияния повреждений 

матрицы на механическое состояние бед-

ренного компонента эндопротеза был по-

строен график в координатах «сила реак- 

ции бедренного компонента эндопротеза 

ТБС – перемещение суставной головки» 

(рис. 5).

                             

Рис. 4. Области бедренного компонента эндопротеза тазобедренного сустава, в которых  

пироуглеродная матрица повреждена 

Fig. 4. Areas of the femoral component of the hip arthroplasty in which the pyrocarbon matrix is damaged 

 

Рис. 5. График нагружения бедренного компонента эндопротеза ТБС 

Fig. 5. Graph of loading of the femoral component of the HJ 
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График нагружения представляет со-

бой кусочно-линейную функцию, где каж-

дый экстремум соответствует величине 

макронагрузки, при которой происходит 

реализация одного из критериев (1)–(4), а 

вертикальная ветвь графика от точки экс-

тремума демонстрирует падение жестко-

сти и сопротивляемости имплантата 

нагрузке. 

Каждая последующая ветвь графика, 

имеющая линейный вид, fi(u), i = 1…4, 

имеет меньший угол наклона между осью 

0u. Изменение угла наклона можно оце-

нить по величине коэффициента перед ар-

гументом u в уравнениях отрезков прямых 

кусочно-линейной функции  

𝑃(𝑢) =

{
 
 
 

 
 
 

𝑓1(𝑢) = 1234,0425𝑢,
                0 ≤  𝑢 ≤ 1,41;
𝑓2(𝑢) = 1183, 432𝑢,

               1,41 ≤  𝑢 ≤ 1,69;
𝑓3(𝑢) = 1151,724𝑢,

                1,69 ≤  𝑢 ≤ 1,74;
𝑓4(𝑢) = 1118,54𝑢,

                 1,74 ≤  𝑢 ≤ 1,78.

 (15) 

Уменьшение углового коэффициента 

свидетельствует об уменьшении жестко-

сти конструкции бедренного компонента 

эндопротеза ТБС. 

Выводы 

1. Разработанная двухуровневая мо-

дель имплантата, материал которого явля-

ется на макроскопическом уровне одно-

родным, имеющем трансверсальную сим-

метрию свойств, а на масштабном уровне 

неоднородностей УУКМ и матрицы – не-

однородным, стохастическим позволила 

оценить механический отклик, живучесть 

и несущую способность бедренного ком-

понента эндопротеза ТСБ при анатомиче-

ской нагрузке. 

2. Материал бедренного компонента 

эндопротеза ТБС – УУКМ демонстрирует 

закритическое деформирование, свой-

ственное волокнистым композитам. Со-

гласно графику, представленному на ри-

сунке 5, увеличение объемных зон повре-

ждения происходит монотонно, последо-

вательно. 

3. Двухуровневая модель может быть 

успешно применена для определения 

напряженно-деформированного состоя-

ния и оценки несущей способности кон-

струкций из УУКМ, а также из керамиче-

ских материалов и металлов при особых 

условиях эксплуатации. 
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