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Резюме 

Цель. Моделью ферроколлоида служит ансамбль наночастиц, обладающих «вмороженными» дипольными 

моментами; применительно к феррочастицам это означает их однодоменность и высокую магнитную 

жёсткость. Рассматриваемые частицы обладают только одной вращательной степенью свободы (рота-

торы). Указанное приближение существенно упрощает математическое описание магнитодинамических 

процессов, но сохраняет полное качественное сходство результатов с теми, что гораздо более сложным 

путём можно было бы получить для реальной системы, где частицам доступны две вращательные сте-

пени свободы. Для описания вязкоупругой среды, в которой взвешены частицы, выбрана реологическая 

схема Джефриса. Магнитодинамический отклик рассмотрен в рамках кинетического подхода – использо-

вано уравнение типа Фоккера – Планка, описывающее ориентационное движение наночастицы в присут-

ствии тепловых флуктуаций. Для решения задачи кинетическое уравнение преобразовано в систему мо-

ментных. Продемонстрировано, что для расчёта статических и динамических восприимчивостей доста-

точно использовать лишь небольшое число первых уравнений моментной системы. 

Результаты. Спектры первой и третьей гармоник дипольного отклика (намагниченность) рассчитаны в 

широком диапазоне материальных параметров и частоты. Для этих же условий найдены спектры второй 

гармоники и статической компоненты квадрупольного отклика (индуцированной ориентационной анизо-

тропии). Показано, что в системах с высоким уровнем динамической упругости имеется частотный ин-

тервал, внутри которого статическая составляющая квадрупольного отклика принимает отрицатель-

ные значения. 

Заключение. Предложен эффективный метод расчётов линейной и нелинейных магнитных восприимчиво-

стей модельного ферроколлоида. Инверсия знака постоянной компоненты квадрупольного отклика (для ли-

нейно-вязких жидкостей она отсутствует) является индикатором («подписью») развитой вязкоупругости. 
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Abstract 

Purpose. To investigate the magnetic and magneto-orientational responses of a nanodisperse ferrocolloid to an exter-

nal magnetic field under conditions when the carrier fluid is a viscoelastic medium. 

Methods. The ferrocolloid is modelled as an ensemble of nanoparticles bearing ̀ frozen-in’ dipolar (magnetic) moments. 

The considered particles possess only a single rotary degree of freedom (rotators). This approximation facilitates con-

siderably the mathematical description yielding, however, the results which are in full qualitative resemblance with 

those, which could have been obtained via a very cumbersome way for a real system where the particles possess two 

rotational degrees of freedom. The viscoelastic medium is described with the aid of the Jeffreys rheological scheme. 

The theoretical framework for magnetodynamics of the ferrocolloid is based on the Fokker-Planck-type kinetic equation 

that describes the nanoparticle orientational motion in the presence of thermal fluctuations. Solution of the problem is 

obtained via transforming the kinetic equation in the set of moment ones. It is demonstrated that to obtain the static 

and dynamic susceptibilities, it suffices to use just a few first ones of the developed set of moment equations. 

Results. The spectra of the first and third harmonics of the dipolar response (magnetization) are evaluated in a wide 

range of material parameters of the system and frequency. The same for the same conditions, the spectra of the second 

harmonic and static component (orientational anisotropy). It is shown that in the system with a high level of dynamic 

elasticity there exists a frequency interval within which the static component of quadrupole response becomes negative. 

Conclusions. An effective method to calculate the linear and nonlinear magnetic susceptibilities of the model ferrocol-

loid is proposed. The sign inversion of the static component of the quadrupole response – it is identically absent in 

linearly-viscous fluids – turns out to be an indicator (“signature”) of pronounced viscoelasticity. 

Keywords: viscoelastic fluid; Brownian motion; stochastic equations; kinetic equation; microrheology; dipolar rotators; 

magnetic particles. 

Funding: The work was carried out within the framework of the state-budget financed theme No. AAAA-A20-

120020690030-5. 

Conflict of interest: The authors declare no apparent or potential conflicts of interest related to the publication of this 
article. 

For citation: Rusakov V.V., Raikher Yu.L. Nonlinear susceptibility of an ensemble of dipolar rotators in a viscoelastic 

fluid. Izvestiya Yugo-Zapadnogo gosudarstvennogo universiteta. Seriya: Tekhnika i tekhnologii = Proceedings of the 

Southwest State University. Series: Engineering and Technologies. 2025;15(1):161–176. (In Russ.) https://doi.org/ 

10.21869/2223-1528-2025-15-1-161-176. 

Received 03.02.2025   Accepted 28.02.2025   Published 20.03.2025 

*** 

Введение 

Термофлуктуационная диффузия ма-
лых частиц в сложных жидкостях – это об-
ласть, пользующаяся неослабевающим 
вниманием исследователей. Броуновское 
движение, как неотъемлемый и повсе-
местно встречающийся процесс, имеет 

огромное значение как для фундаменталь-
ных исследований в физике дисперсных 
систем, так и для практики. Диффузия 
микро- и наночастиц играет ключевую 
роль в таких областях, как физическая хи-
мия, химическая технология, материало-
ведение неорганических композитов и по-
лимеров и многих других. Кроме того, 
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диффузионный массоперенос является 
ключевым как для понимания функциони-
рования клеток и тканей, так и для органи-
зации процессов в биотехнологии. Хотя 
теория броуновского движения в класси-
ческих (линейно вязких) средах хорошо 
разработана, она оказывается недостаточ-
ной для понимания процессов в сложных 
системах. Имеются как минимум три при-
чины, которые стимулируют создание 
обобщённой теории. Во-первых, такая 
теория необходима для описания движе-
ния молекул и наночастиц в текучих сре-
дах органического и биологического про-
исхождения. Во-вторых, она требуется 
для интерпретации данных, получаемых 
при использовании броуновских частиц 
микронного размера для пассивной (реги-
страция теплового движения частиц-зон-
дов) [1] или активной (регистрация вы-
нужденного движения частиц во внешнем 
поле) [2] для микрореологии или же в пас-
сивном [3] и активном [4] вариантах та-
кого же зондирования, но при использова-
нии наночастиц. В-третьих, теория важна 
для решения задач гипертермии – расчёта 
тепловыделения, возникающего при вы-
нужденном вращении частиц в сложных 
средах [5], оптимизации этого эффекта по 
параметрам частиц [6] и по выбору частот-
ного диапазона [7]. 

«Активные» разновидности методов 
микро- и нанореологии (т. е. те, где движе-
ние частиц возбуждается за счёт прило-
женных извне полей) и метод гипертер-
мии имеют много общего. В обоих слу-
чаях броуновские частицы, обладающие 
дипольным моментом, подвергаются воз-
действию внешнего поля. Полезный эф-
фект достигается за счёт реакции системы 
на приложенное поле. Различие заключа-
ется в характере этой реакции: в одном 
случае интерес представляет механиче-
ский отклик (микрореология), а в другом – 
тепловой (гипертермия). 

Броуновское движение в неньютонов-
ских (вязкоупругих) жидкостях представ-
ляет собой сложную задачу как с точки 
зрения теоретического описания [8], так и 
в плане экспериментального исследова-
ния [9]. В отличие от жидкостей ньюто-
нова типа, где вязкость является постоян-
ной величиной, вязкоупругие среды обла-
дают сложной реологией и проявляют как 
вязкие, так и упругие свойства. Это приво-
дит к тому, что поведение малых частиц в 
таких средах существенно отличается от 
классического случая [10]. 

В большинстве теоретических работ, 
объясняющих данные конкретных экспе-
риментов по наблюдению движения ма-
лых частиц в сложных жидкостях, упор 
делается на специализацию используемой 
реологии для рассматриваемой среды. В 
данной работе выбран альтернативный 
подход. В качестве основы используется 
достаточно простая и корректная модель 
вязкоупругой среды, заимствованная из 
общепринятой феноменологии, которая 
включает минимальное число материаль-
ных параметров – жидкость Джефриса 
(см. [11] или [12]). На этой базе разраба-
тывается последовательная теория, рас-
ширяющая представления об ориентаци-
онном броуновском движении в ньютоно-
вой жидкости. Несмотря на некоторую 
упрощённость описания этот феномено-
логический подход обладает неоспори-
мыми преимуществами – удобством при-
менения и качественной достоверностью. 
Кроме того, указанная модель удобна для 
обобщения на реологические схемы с 
большим числом параметров и тем самым 
открывает возможность достижения более 
точного соответствия экспериментальным 
данным. Безусловно, из-за своей простоты 
теория не может претендовать на универ-
сальное описание любых разновидностей 
вязкоупругих свойств. Например, она не 
подходит для случаев, где значительную 
роль играет фрактальная диффузия. Од-
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нако для систем с вязкоупругостью «макс-
веллового» типа предложенная модель 
оказывается удобной и практичной. 

Материалы и методы 

Ориентационное броуновское дви-
жение в вязкоупругой среде  

Поскольку для нанодисперсных си-
стем инерционные эффекты малосуще-
ственны, для постановки задачи доста-
точно ограничиться безынерционным 
приближением. Дальнейшее упрощение 
заключается в переходе от трёхмерных ча-
стиц (две ориентационных степени сво-
боды) к двумерным – дипольным ротато-
рам, т. е. тонких дисков, которые могут 
вращаться только в одной, собственной 
плоскости (одна ориентационная степень 
свободы). Такая замена, конечно, вносит 
некоторую ошибку в результаты. Однако 
указанное сокращение числа степеней 
свободы оставляет без изменения все ос-
новные качественные особенности рас-
сматриваемых релаксационного и/или ко-
лебательных процессов [13]. Отличия от 
полного случая заключаются в неради-
кальной перенормировке числовых коэф-
фициентов решения. В то же время пере-
ход к ротаторам чрезвычайно упрощает 
проведение вычислений, которые (см. 
ниже) даже в этом случае вполне нетриви-
альны. 

Теоретическое описание ориентаци-
онного движения наночастицы, находя-
щейся в вязкоупругой среде, основыва-
ется на модели Джеффриса [11]. Выбор 
этой модели объясняется её простотой и 
надёжностью: данная реологическая 
схема позволяет осуществить последова-
тельный переход от макроскопической к 
стохастической (броуновской) динамике 
частицы и избежать артефактов, возника-
ющих при использовании вязкоупругой 
модели Максвелла. Эти артефакты были 
впервые выявлены в работе [14], их при-
чина более строго рассмотрена в [15]. В 

рамках модели Джеффриса (см. реологи-
ческие схемы на рис. 1) вязкоупругая 
среда рассматривается как «смесь» двух 
типов жидкостей – ньютоновой и максвел-
ловой, так что трём феноменологическим 
параметрам, описывающим её свойства, 
удаётся приписать простой физический 
смысл. 

Коэффициент вязкости η® обычно 
связывают с низкомолекулярной (ньюто-
новой) составляющей жидкости Джеф-
фриса, а коэффициент η^ – к её высокомо-
лекулярной (максвелловой) составляю-
щей. Из естественного условия η® ≪ η^ 
вытекает, что реакция частицы на внеш-
нее воздействие представляет собой ком-
бинацию быстрой и медленной компо-
нент, имеющих существенно разные вре-
менные масштабы. Модуль упругости ° 
(рис. 1) отражает упругие свойства поли-
мерной сетки зацеплений, при этом необ-
ратимая деформация этой сетки определя-
ется коэффициентом максвелловой вязко-
сти η^. 

Система уравнений Ланжевена, опи-
сывающая одномерное вращательное дви-
жение дипольной частицы (её инерцией 
пренебрегается) в жидкости Джеффриса 
при наличии внешнего потенциала имеет 
вид [16] 

θ² = 1ζ® ´− hµvµθn + ¶ + ·®AsC¸, 
¶² = −¹º¶ + γ® hµvµθn + 
+κ^ ¼·^AsCζ^ − ·®AsCζ® ½, 〈·¿AsC·ÀAs + τC〉 = 2 ÃÄδAτCδÄÀ,    α, β = �, c, 

(1)

где γ® ≡ 1 τ®⁄ = κ^/ζ® и γº ≡ γ® ++ γ^ = γ^A1 + �C. Динамическими пере-
менными системы (1) являются: θ – угол 
ориентации «вмороженного» дипольного 
момента ротатора; ¶ – вязкоупругий мо-
мент сил трения. В уравнениях (1): v – по-
тенциальная энергия диполя во внешнем 
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поле; ζ® и ζ^ – коэффициенты вращатель-
ного трения в «ньютоновой» и «максвел-
ловой» цепях реологической схемы Джеф-
фриса; ·®AsC и ·^AsC – моменты случай-
ных сил, обусловленные тепловым движе-
нием в каждой из этих цепей. Величина κÈ 
означает коэффициент упругости схемы 
Джеффриса. Указанные коэффициенты 
выражаются через материальные пара-
метры модельной жидкости следующим 
образом: 

ζ® = 6η®V,     ζ^ = 6η^V,   κ^ = 6°V,  (2) 

где V – характерный объём частицы. В 
принципе для анизометричных частиц  
величина V представляет собой произве-
дение истинного объёма частицы на неко-
торый формфактор, повышающий коэф-
фициент вращательного сопротивления. 
Здесь для простоты эта зависимость не 
учитывается. 

 

Рис. 1. Схематическое представление магнитной частицы в вязкоупругой жидкости как дипольного 

ротатора в среде, реология которой описывается моделью Джеффриса 

Fig. 1. Schematic view of a magnetic particle in a viscoelastic fluid as a dipolar rotator embedded in a medium 

which rheology is rendered by the Jeffreys model 

Использование стандартной мето-
дики [17] для вывода кинетического урав-
нения даёт уравнение типа Фоккера – 
Планка для функции ÉAθ, ¶, sC распреде-
ления угловой переменной и момента сил 
трения 

É² = ´ 1ζ® h µµθ − µµ¶n É h µµθ − µµ¶n + 

+ 1ζ^
µµ¶ É µµ¶¸ ∙ 	v + Ê��ËÌ +  lnÉ. (3)

Легко проверить, что равновесным 
решением уравнения (3) является обоб-
щённое распределение Больцмана 

É7Aθ, ¶C ∝ exp ¼− 1  �vAθC + ¶�2κ^�½. (4) 

Из формулы (4) следует, в частности, 
что в равновесии фазовые переменные 
функции É статистически независимы. 
Для частицы с магнитным моментом (ди-
поля) Ï потенциал, входящий в уравнения 
(1) и (3), – это энергия Зеемана в прило-
женном поле Ð: v = −μÑ cos θ. (5) 

Величина μ вектора Ï предполагается 
постоянной, т. е. частице приписывается 
очень большая энергия одноосной магнит-
ной анизотропии. 

В статистическом описании наблюда-
емыми (измеряемыми) величинами явля-
ются средние значения фазовых перемен-
ных и/или функция от них. Для некоторой 
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величины ψ указанное среднее вычисля-
ется согласно формуле 〈ψAÓC〉AsC = = Ô mθ Ô m¶ ÉAθ, ¶, sC ψAÓ, θ, ¶C,  

 

(6) 

где Ó – внешние параметры. В случае маг-
нитных частиц внешним параметром  
является напряжённость Ð внешнего  
магнитного поля. Интегралы в (6) распро-
страняются на всю область изменения со-
ответствующих переменных, а именно для 
плоского вращения это 0 X θ X 2π и −∞ X ¶ X ∞, причём по углу выполня-
ются циклические граничные условия: ÉA0, ¶C = ÉA2π, ¶C. По фазовой пере-
менной ¶ граничные условия однородны: ÉAθ, ±∞C = 0. 

Умножение уравнения (3) на функ-
цию ψAÓ, Ø, ¶C после интегрирования по 
всему фазовому пространству системы с 
учётом цикличности функции распределе-
ния по углу и однородности граничных 
условий по переменной ¶ после приведе-
ния к безразмерной форме даёт 

Ù¼ µµsÚ − µ�µθ� +αβ �Û µµÛ − 12 µ�µÛ��½Ü ψ + 

+�2β Ýh µµÛ − Ûn µψµθÞ = 

= ξ àsin θ áâβ2 µµÛ − µµθã ψä,  
 sÚ = sτ] , 

 
 
 
 
 
 
 

 
(7) 

 

 

где α ≡ 1 + 1 �⁄ ; � = ζ^ ζ®⁄  – относитель-
ная вязкость; β = κ^  ⁄  – эффективная 
упругость; ξ = μH T⁄  – безразмерное маг-
нитное поле. За масштаб времени принято 
время тепловой диффузии τ] = ζ®  ⁄ ,  
а безразмерный момент сил запаздываю-
щего трения с учётом равновесного  
распределения (4) определен как Û = ¶ �2κ^ ⁄ . 

Поскольку любое выражение в угло-
вых скобках означает его интегрирование 

с функцией распределения, то уравнение 
(7), по существу, представляет собой си-
стему моментных уравнений. Из него, в 
частности, следует, что в уравнение для 
момента функции распределения k-го по-
рядка по ξ (т. е. по безразмерной ампли-
туде поля) в качестве вынуждающей силы 
будут входить слагаемые, определяемые 
моментами k–1 и меньшего порядка. В ис-
следуемой системе наблюдаемыми и, та-
ким образом, представляющими наиболь-
ший интерес величинами являются два 
момента: 〈cos θ〉, определяющий намагни-
ченность, и 〈cos 2θ〉, который имеет смысл 
параметра ориентационного порядка ди-
польных моментов. 

 
Статические отклики 
Пусть на систему действует слабое 

постоянное поле ξ ≪ 1. В этом случае 
функция распределения равновесна и 
имеет вид (4). Разложение экспоненты по 
этому малому параметру даёт 〈cos θ〉çè ≃ ��ξ 	1 − �¢ξ�,  〈cos 2θ〉çè ≃ �¢ξ� 	1 − �8ξ�. 

 

 

(8) 

Намагниченность дисперсной си-
стемы, концентрация дипольных частиц в 
которой равна q, определяется формулой c = qμ〈cos θ〉. Представление намагни-
ченности через линейную и нелинейные 
восприимчивости имеет вид разложения 
по степеням поля: c = qμ〈cos θ〉 = χA�CÑ + χA�CÑ� + …, 

откуда из сравнения с (8) следует, что в 
равновесии  

χçèA�C = qμ�2  ,     χçèA�C = − qμY16 � . (9) 

Параметр ориентационного порядка 
при разложении по степеням поля имеет 
вид 〈cos 2θ〉 = 2〈cos� θ〉 − 1 = χA�CÑ� + ⋯, 
в равновесии 
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χçèA�C = μ�8 � .  
(10) 

В случае произвольной величины 
поля усреднение с равновесным распреде-
лением выполняется с помощью интегри-
рования по частям и даёт рекуррентное со-
отношение 〈cos qθ〉7 = = ��§ξ〈cosAq − 1Cθ − cosAq + 1Cθ〉7. (11)

 
Динамические отклики на гармо-

ническое поле 
Анализ структуры правой части урав-

нения (6) и граничных условий для фазо-
вых переменных показывает, что удобным 
базисом для разложения моментов в функ-
циональные ряды являются комбинации ψ§AWCAθ, ·C = Ñ§A·C × × ìcos íθ ∙ δ§,�~ + sin íθ ∙ δ§,�~��î,       �, í = 0,1,2, . . ., 

 
 

(12) 

где Ñ§A·C – полиномы Эрмита [18], орто-
гональные на всей действительной оси с 
весовой функцией exp A−·�C. Использо-
вание известных соотношений для поли-
номов Эрмита даёт систему уравнений для 

моментов �§AWC = 〈ψ§AWC〉: 
h µµsÚ + í� + qαβn �§AWC + +A−1C§��í�2β 	q�§��AWC − ���§��AWC  = = ξ ï��í 	�§AW��C − �§AW��C + 

+A−1C§q���β	�§��AW��C − �§��AW��C½. 

 
 
 
 
 
 

(13) 

Здесь и ниже используется безразмер-
ное время [см. (7)]. Согласно условию 

нормировки �7A7C = 〈1〉 = 1 динамическая 
намагниченность системы определяется 
усреднённой проекцией магнитных  
моментов частиц на направление зондиру-
ющего поля. Эта наблюдаемая величина 
задается соответствующим моментом – 

дипольным откликом 〈cos θ〉 = �7A�C. Вто-

рая наблюдаемая величина – квадруполь-
ный отклик определяется моментом 〈cos 2θ〉 = �7A�C. 

Из системы моментных уравнений 
(13) следует, что эффективная упругость β 
определяет влияние запаздывающего 
(максвеллова) трения на динамику наблю-
даемых моментов. При β ≪ 1 этот релак-
сационный механизм фактически отклю-
чается, и всю релаксацию в системе обес-
печивает обычный механизм вязкого 
(ньютонова) трения. 

В настоящей работе рассматриваются 
отклики системы на гармонический сиг-
нал. Из уравнений (11) следует, что ди-
польный отклик будет содержать компо-
ненты, пропорциональные нечётным  
степеням амплитуды поля, а квадруполь-
ный – только чётные. Введём соответству-
ющие обозначения: ξ = ��ξ7ìð��ñ� + c. c. î, �~A�CAsC = ��ξ7ì��,~ð��ñ� + c. c. î + +zò�|�ξ7�ì��,~ð���ñ� + c. c. î + … �~A�CAsC = 	��� ξ7� × × ì��,~ð���ñ� + c. c. +2�7,~î + … 

 

 

 

 

 

 

(14) 

Результаты и их обсуждение 

Линейный дипольный отклик 
Подстановка разложений (14) в урав-

нение (13) в линейном по амплитуде поля 
приближении приводит к системе алгеб-
раических уравнений, определяющих 
первую гармонику дипольного отклика: 	Γ§A�C − xωõ ��,§ + +A−1C§���2β 	q��,§�� − ����,§�� = = ��zδ§,7 + �2βö§,�|, 

 
 
 
 

(15)

где ωõ = ωτ] и Γ§AWC = í� + qαβ. Уравне-
ние (15) представляет собой трёхчленное 
рекуррентное соотношение, которое в 
компактной форме можно представить в 
виде  
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÷§ø§ + ÷§�ø§�� + ÷§�ø§�� = ù§,  ø§ = ��,§,   ù§ = ��zδ§,7 + �2βö§,�|. 
 

(16) 

Решение этой системы уравнений 
ищется методом прогонки (см., например, 
[19]) при подстановке ø§ = ú§ø§�� + û§; 
для коэффициентов прогонки получаются 
следующие рекуррентные соотношения: 

ú§ = − ÷§�÷§ + ÷§�ú§��,  
û§ = ù§ − ÷§�û§��÷§ + ÷§�ú§��. 

 
 
 
(17) 

Использование явного вида неодно-
родной правой части и коэффициентов ре-
куррентного уравнения (16), а также усло-
вия уменьшения моментов по мере роста 
их номера Aø® = 0, � ≫ 1C приводит к ре-
шениям 

      �7 = 〈cos θ〉ñ = 12ý1 − xωõ A1 − e�C⁄ þ,  
 e§ = A−1C§���βú§ = qβ÷§ − e§�� (18)

при e® = 0. Число � задаёт количество 
моментов, участвующих в расчёте; с по-
мощью этого параметра можно контроли-
ровать точность вычислений. Как оказа-
лось, во всем диапазоне материальных па- 

раметров необходимая точность достига-
ется уже при � = 10. 

Из общего выражения (18) вытекают 
асимптотики линейной восприимчивости 
в предельных случаях большой Aβ → ∞C и 
малой Aβ → 0C динамической упругости 
системы. В пределе слабой упругости (или 
высокой температуры), когда e� ≃ β → 0, 
из (18) сразу следует обычная дебаевская 

формула χAωC χçèA�C @ A1 − xωõC��¦ . Это 
означает, что при высоких температурах 
практически всю релаксацию обеспечи-
вает быстрая диффузия. В обратном пре-
деле Aβ ≫ 1C большая упругость (или  
низкие температуры) рекуррентная фор-
мула (13) упрощается до e� @ 1 α⁄ = = � A1 + �C⁄ . Подстановка этого выраже-
ния в (16) снова приводит к дебаевской 
форме восприимчивости, но уже с другим, 
в A1 + �C раз бóльшим временем релакса-

ции: χAωC χçèA�C @ ý1 − xωõA1 + �Cþ��¦ , что 
указывает на определяющую роль медлен-
ной диффузии. 

Рисунок 2 иллюстрирует влияние ха-
рактеристик вязкоупругости на спектр ли-
нейной восприимчивости. Параметр � за-
даёт нижнюю границу спектра; по мере 
роста параметра упругости β спектр пере-
мещается в низкочастотную зону. 

 

Рис. 2. Частотные зависимости вещественной (штриховые линии) и мнимой (сплошные линии) 

компонент линейной восприимчивости; относительная вязкость � = η^ η®⁄  есть 13 (a)  

и 750 (b); эффективная упругость β = d  ⁄  есть 0.1 (1), 1 (2) и 10 (3) 

Fig. 2. Frequency dependences of the real (dashes lines) and imaginary (solid lines) components  

 of the linear susceptibility; relative viscosity is � = η^ η®⁄  is 13 (a) and 750 (b); effective elasticity   β = d  ⁄  is 0.1 (1), 1 (2) and 10 (3) 
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Квадратичный отклик 
В рассматриваемом случае одномер-

ного движения ротатора отклик параметра 
ориентационного порядка 〈cos 2θ〉 квадра-
тичен по амплитуде зондирующего поля 
[см. (10)]. Воздействие гармонического 
сигнала создаёт его постоянную составля-
ющую (нулевая гармоника) и переменную 
компоненту на удвоенной частоте (вторая 
гармоника). Подстановка разложений (14) 
в уравнение (13) даёт уравнение для вто-
рой гармоники квадратичного отклика 	Γ§A�C − 2xωõ��,§ + +A−1C§��2�2β 	q��,§�� − ����,§�� = 

= �§ ≡ á��,§ + A−1C§��qâβ2 ��,§��ã. 
 
 
 
 
 

(19) 

Таким образом, в отличие от системы 
уравнений моментов первого порядка (14) 
эта система неоднородна при любом зна-
чении индекса q. Для вычисления правой 
части уравнения (19) необходимы мо-
менты первого порядка, которые выража-
ются через найденные выше величины по 

формулам ��,� = �2 β⁄ e�Aò� − ��,7C и ��,§ = A−1C§�2 β⁄ e§��,§��,   q ≥ 2. 
Решение этой системы, как и в случае 

линейного отклика, находится методом 
прогонки. Искомая величина (вторая гар-
моника квадратичного отклика) определя-
ется по формуле 〈cos 2θ〉ñ = ��,7 = 

= ��,7 − �2β��Aωõ, �, βC4 − 2xωõ − ú�Aωõ, �, βC. 
 
 

(20) 

Входящие в это выражение коэффи-
циенты определяются рекуррентными со-
отношениями с однородными гранич-
ными условиями 

ú§ = 4qβΓ§A�C − 2xωõ − ú§��, 
   �§ = ú§4qβ ì�§ + A−1C§���2β�§��î (21) 

при  ú® = �® = 0. 

В выражение (21) входит момент пер-
вого порядка, а выписанные в явном виде 
аргументы коэффициентов прогонки под-
черкивают их зависимость от частоты и 
материальных параметров системы. Фор-
мулы (21) в сочетании с рекуррентными 
процедурами (16) позволяют рассчитать 
частотную зависимость второй гармоники 
(квадрупольного отклика) для произволь-
ных значений материальных параметров 
системы. В предельных случаях высоких 
и низких температур из этих формул легко 
получаются простые асимптотические  
выражения. Для высоких температур  Aβ → 0C из представленных выше формул 
находим, что коэффициенты прогонки, 
определяющие наблюдаемую величину, 
имеют следующий порядок малости: ú�~β,��~�β. Таким образом, для квадру-
польного отклика по формуле (19) полу-
чаем в главном (нулевом) порядке по β простое выражение [20], из которого 
следует, что основной вклад в высокотем-
пературную ориентационную релакса- 
цию вносит ньютоновская вязкость: ��,7 @ ì8A1 − xωõCz1 − ò�xωõ|î��

 Aβ → 0C. В 
противоположном пределе большой упру-
гости Aβ ≫ 1C, используя асимптотиче-
ские выражения для коэффициентов про-
гонки, из формулы (20) следует прибли-
жённое выражение для квадрупольного 
отклика (вторая гармоника) в виде ��,7 @ @ �8ý1 − xωõA1 + �Cþ ∙ ì1 − ò�xωõA1 + �Cî���

. 
Таким образом, в процессе низкотемпера-
турной релаксации (медленной диффузии) 
участвуют оба механизма трения, дей-
ствующие параллельно. 

На рисунке 3, где построены графики 
квадратичной восприимчивости [см. (10)], 
хорошо различимы оба отмеченных выше 
предельных случая. Отметим также пра-
вильное значение низкочастотной асимп-
тотики, совпадающее со статическим ре-
зультатом. Для вязкоупругой среды уме-
ренной жёсткости Aβ~1C характер частот-
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ной зависимости второй гармоники от-
клика отражает наличие двух механизмов 
диффузии и переход между ними, задава-
емый локализацией частиц в квазиупру-
гом потенциале. Особенно отчётливо это 
проявляется в частотной зависимости дей-
ствительной компоненты отклика. Прин- 

ципиальным отличием от спектров линей-
ного отклика для случая значительной 
упругости следует считать появление об-
ласти частот, в которой действительная 
часть квадратичного отклика принимает 
отрицательные значения. 

 

Рис. 3. Частотные зависимости вещественной (штриховые линии) и мнимой (сплошные линии) 

компонент динамической восприимчивости χ~A�C (гармоника 2ω) квадратичного отклика; 

относительная вязкость � = ηÈ η®⁄  есть 13 (a) и 750 (b); эффективная упругость β = d  ⁄  

есть 0.1 (1), 1 (2) и 10 (3) 

Fig. 3. Frequency dependences of the real (dashes lines) and imaginary (solid lines) components of 

dynamic susceptibility χ~A�C (2ω-harmonic) of the quadratic response; relative viscosity is  � = η^ η®⁄  is 13 (a) and 750 (b); effective elasticity β = d  ⁄  is 0.1 (1), 1 (2) and 10 (3) 

Характерной особенностью спектра 
мнимых частей как линейной восприим-
чивости, так и квадратичного отклика яв-
ляется фиксированное положение низко-
частотного максимума, обусловленного 
медленной диффузией – с ростом темпе-
ратуры уменьшается только его ампли-
туда. В целом указанные частотные зави-
симости весьма схожи. 

 
Статическая компонента квадра-

тичного отклика 
Система уравнений для статической 

компоненты квадратичного отклика полу-
чается из уравнений (19). Для этого в их 
левой части нужно положить ω = 0, а в 
правой – произвести очевидную замену 
�§ → ReA�§C. Применение метода про- 
гонки к полученной таким образом си-
стеме даёт для искомого отклика 

〈cos 2θ〉ñ = �7,7 = 
= Rez��,7 − �2β��|4 − ReAú�C . 

 
 

(22) 

Входящие в это выражение коэффи-
циенты определяются рекуррентными со-
отношениями с однородными гранич-
ными условиями 

ReAú§C = 4qβΓ§A�C − ReAú§��C, 
ReA�§C = ReAú§C4qβ Re× 

× z�§ + A−1C§���2β�§��|, 
ReAú®C = ReA�®C = 0. 

 

(23)

Эволюция частотных зависимостей 
статической компоненты в зависимости от 
параметров вязкоупругости хорошо про-
слеживается на графиках (рис. 4).



Русаков В.В., Райхер Ю.Л.                               Нелинейные восприимчивости ансамбля дипольных ротаторов… 171 

Известия Юго-Западного государственного университета. Серия: Техника и технологии /  
Proceedings of the Southwest State University. Series: Engineering and Technologies. 2025;15(1):161–176 

 

Рис. 4. Частотные зависимости статической компоненты χ7A�C
 (нулевая гармоника) квадратичной  

восприимчивости; относительная вязкость � = η^ η®⁄  есть 13 (a) и 750 (b); эффективная  

упругость β = d  ⁄  есть 0.1 (1), 1 (2) и 10 (3) 

Fig. 4. Frequency dependences of the static component χ7A�C
 (zero harmonic) of the quadratic  

susceptibility; relative viscosity is � = η^ η®⁄  is 13 (a) and 750 (b); effective elasticity β = d  ⁄   

is 0.1 (1), 1 (2) and 10 (3) 

 
Кубический отклик 
Расчёт третьей гармоники диполь-

ного отклика необходим для анализа ре-
зультатов измерений нелинейной воспри-
имчивости; кубический вклад – первый и 
максимальный (после линейного) при раз-
ложении получаемого сигнала (намагни-
ченность, поляризация) по амплитуде зон-
дирующего поля. Для решения этой за-
дачи необходимо произвести в рекуррент-
ных соотношениях (17) замену ÷§ = Γ§A�C − 3xωõ,  

    ù§ = −����,§ + A−1C§qâβ2 ��,§�� , 
 
 
 

(24) 

тогда искомая гармоника находится по 
формулам 〈cos 3θ〉ñ = ��,7 = 

= − h12n ��,7 + �2β��A3C1 − 3xωõ − e�A3C,  
   e§A3C = qβ1 − 3xωõ − e�A3C, 

 
 

 

�§A3C = − ù§ + A−1C§���� 2⁄ �§��1 − 3xωõ − e§��A3C ,   e®A0C = �®A0C = 0. 
 
 
 

(25) 

Результаты расчёта компонент дина-
мической магнитной восприимчивости 
третьего порядка [см. (9)], т. е. частотные 
зависимости комплексной амплитуды тре-
тьей гармоники намагниченности, пред-
ставлены на рисунке 5. На них хорошо 
различима низкочастотная асимптотика 
(4). Предельные случаи высокой и низкой 
упругости приводят к простой дебаевской 
форме спектра с соответствующими вре-
менами релаксации. В случае малой упру-
гости (высокая температура) доминирует 
быстрая диффузия с характерным време-
нем τ], а при низкой температуре проис-
ходит медленная релаксация, задаваемая 
временем τ]A1 + �C. Оба механизма ре-
лаксации проявляются при умеренной 
упругости в виде минимумов на соответ-
ствующих частотах. Для системы с боль-
шим значением параметра � переход 
между этими минимумами оказывается 
немонотонным.
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Рис. 5. Частотные зависимости кубической компоненты магнитной восприимчивости; относительная 

вязкость � = η^ η®⁄  есть 13 (a) и 750 (b); эффективная упругость β = d  ⁄  есть 0.1 (1), 1 (2) и 10 (3) 

Fig. 5. Frequency dependences of the cubic component of the magnetic susceptibility; relative viscosity  

is � = η^ η®⁄  is 13 (a) and 750 (b); effective elasticity β = d  ⁄  is 0.1 (1), 1 (2) and 10 (3) 

 

 

Рис. 6. Частотные зависимости статической компоненты χ7A�C
 (нулевая гармоника) квадратичной  

восприимчивости при вариации параметра прогонки � = 1 (a), 2 (b), 4 (c), 6 (d); относительная 

вязкость � = η^ η® = 750⁄ ; эффективная упругость β = d  ⁄  есть 0.1 (1), 1 (2) и 10 (3) 

Fig. 6. Frequency dependences of the static component χ7A�C
 (zero harmonic) of the quadratic susceptibility  

 under variation of the sweep parameter � = 1 (a), 2 (b), 4 (c), 6 (d); relative viscosity is   � = η^ η® = 750⁄ ; effective elasticity β = d  ⁄  is 0.1 (1), 1 (2) and 10 (3) 
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Рисунок 6 иллюстрирует удобство 
предложенного метода решения, здесь 
приведены результаты расчёта спектра 
статической компоненты квадратичной 
восприимчивости при различных значе- 
ниях параметра прогонки. Эти графики 
указывают на быструю сходимость вы-
числительной процедуры по мере роста 
этого параметра 

Действительно, кривые, полученные 
при � = 6, уже практически не отлича-
ются от линий (см. рис. 4), рассчитанных 
при � = 10. Важно также подчеркнуть, 
что эффект перемены знака статической 
компоненты, имеющий место уже в при-
ближении среднего поля [21], обнаружи-
вается и при высокоточном расчёте, как 
это показано на рисунке 4. 

Выводы 

Выполненное рассмотрение показало, 
что предложенная модель вязкоупругого 

ферроколлоида позволяет относительно 
просто находить линейную и нелинейные 
магнитные и магнитоориентационные 
восприимчивости любого порядка, гаран-
тируя необходимую точность расчёта. В 
широком диапазоне материальных пара-
метров рассчитаны спектры первой и тре-
тьей гармоник дипольного отклика 
(намагниченность). Для квадратичного 
отклика (параметр ориентационного по-
рядка) найдены спектры его второй гармо-
ники и статической компоненты. Пока-
зано, что в системах со значительным 
уровнем динамической упругости стати-
ческая составляющая квадратичного от-
клика в определенном диапазоне частот 
принимает отрицательные значения. Ука-
занный эффект – это отличительная черта 
(«подпись») развитой вязкоупругости. 
Выбранный метод вычислений имеет 
быструю сходимость; результаты для ам-
плитуд других гармоник аналогичны. 
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