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Резюме 

Цель. Теоретически исследовать индуцированный внешним магнитным полем оптический отклик компен-

сированных суспензий ферромагнитных углеродных нанотрубок в нематическом жидком кристалле. 

Методы. Задача решалась в рамках континуальной теории, в основе которой лежит функционал свободной 

энергии. Для описания ориентационной структуры жидкого кристалла и примесных ферромагнитных угле-

родных нанотрубок использовались две векторные величины – директоры, задающие направления преиму-

щественной ориентации длинных осей молекул и нанотрубок. Так как в работе рассматривалась компен-

сированная суспензия, представляющая собой жидкокристаллический аналог антиферромагнетика, то до-

полнительно учитывались две равные объемные доли нанотрубок с магнитными моментами, направлен-

ными параллельно и антипараллельно директору жидкого кристалла. Таким образом, свободная энергия 

суспензии является функционалом относительно двух векторных и двух скалярных величин. Равновесные 

состояния системы определялись из условия минимума свободной энергии, в результате чего была полу-

чена система интегродифференциальных уравнений, которую удалось проинтегрировать. Численное ре-

шение итоговой системы уравнений осуществлялось с помощью метода многомерных секущих. Интегри-

рование проводилось с помощью метода Симпсона. 

Результаты. Получена система интегральных уравнений ориентационного и магнитного равновесия ком-

пенсированной жидкокристаллической суспензии ферромагнитных углеродных нанотрубок. Для разных зна-

чений магнитного поля рассчитана оптическая разность фаз (фазовая задержка) между обыкновенным и 

необыкновенным лучами монохроматического света, прошедшего через плоскопараллельную ячейку с сус-

пензией. 

Вывод. Примесные углеродные нанотрубки, которые дополнительно наполнены или ковалентно функцио-

нализированы магнитными частицами, способны существенно усилить магнитоориентационный отклик 

нематической матрицы по сравнению с беспримесным жидким кристаллом. Это позволяет сделать про-

гноз о потенциальной возможности использования жидкокристаллических суспензий ферромагнитных уг-

леродных нанотрубок в магнитооптических устройствах. 
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Abstract 

Purpose. To theoretically investigate the optical response of compensated suspensions of ferromagnetic carbon nano-

tubes in a nematic liquid crystal induced by an external magnetic field. 
Methods. The problem was solved within the framework of the continuum theory, which is based on the free energy 

functional. To describe the orientational structure of the liquid crystal and the impurity ferromagnetic carbon nanotubes, 

two vector quantities were used, i.e. directors, which specify the directions of the preferred orientation of the long axes 

of the molecules and nanotubes. Since the work considered a compensated suspension, which is a liquid crystal ana-

logue of an antiferromagnet, two equal volume fractions of nanotubes with magnetic moments directed parallel and 

antiparallel to the director of the liquid crystal were additionally taken into account. Thus, the free energy of the sus-

pension is a functional with respect to two vector and two scalar quantities. The equilibrium states of the system were 

determined from the condition of minimum free energy, as a result of which a system of integro-differential equations 

was obtained, which could be integrated. The numerical solution of the final system of equations was carried out using 

the multidimensional secant method. Integration was carried out using the Simpson method. 

Results. A system of integral equations of orientational and magnetic equilibrium of a compensated liquid-crystal sus-

pension of ferromagnetic carbon nanotubes was obtained. For different values of the magnetic field, the optical phase 

difference (phase lag) between ordinary and extraordinary beams of monochromatic light passed through a plane-

parallel cell with the suspension was calculated. 

Conclusion. Impurity carbon nanotubes, which are additionally filled or covalently functionalized with magnetic parti-

cles, are capable of significantly enhancing the magneto-orientational response of the nematic matrix compared to a 

pure liquid crystal. This allows us to make a prediction about the potential use of liquid crystal suspensions of ferro-

magnetic carbon nanotubes in magneto-optical devices. 
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*** 

Введение 

Разработка новых функциональных 
материалов на основе жидких кристаллов 
(ЖК) имеет значение как для фундамен-
тальных научных исследований, так и для 
разнообразных технических приложений. 
Хорошо известно, что благодаря анизо-
тропии диэлектрической проницаемости 

ЖК нашли широкое применение в каче-
стве рабочих сред в устройствах отобра-
жения информации [1]. Применение ЖК-
материалов ушло далеко за пределы при-
вычной всем дисплейной техники. Так, 
например, ЖК используют для создания 
оптических модуляторов [2], фотонных 
материалов [3], умных окон [4], сенсор-
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ных устройств [5], в системах доставки ле-
карств [6], а также в термографии для ди-
агностики злокачественного новообразо-
вания [7]. Все это свидетельствует об ак-
туальности исследования ЖК-материалов.  

Одним из наиболее важных эффектов 
в физике ЖК, который лежит в основе ра-
боты различных технических приложе-
ний, в частности в дисплейной технике, 
является переход Фредерикса [8]. Суть 
этого перехода заключается в пороговом 
изменении ориентации ограниченного 
ЖК-образца под действием внешнего 
электрического или магнитного поля. 
Обычно для управления ориентационной 
структурой ЖК требуются небольшие 

электрические напряжения ( ~1 В), од-
нако, будучи диамагнитными средами, 
ЖК обладают малой чувствительностью к 
внешнему магнитному полю и для управ-
ления их ориентационной структурой тре-
буются значительные поля (B = μ0H ~ 1 Тл, 

0  – магнитная проницаемость вакуума, 

H  – напряженность магнитного поля). 
Ориентационный отклик ЖК можно по-
высить, если создать на его основе компо-
зитный материал путем добавления в мат-
рицу наноразмерных анизометричных ча-
стиц, обладающих постоянным магнит-
ным моментом. Одним из необычных при-
меров таких частиц являются ферромаг-
нитные углеродные нунотрубки (ФУНТ) 
[9]. Такие нанотрубки представляют со-
бой композитные материалы: они напол-
нены ферромагнетиком [10] (инкапсули-
рованные нанотрубки [11]) или кова-
лентно функционализированы ферромаг-
нитными частицами [12]. Для углеродных 
нанотрубок характерна сильная анизотро-
пия формы, т. е. характерное отношение 
длины нанотрубки к ее поперечному раз-

меру составляет 2 310 10∼ , что приводит к 
сильной ориентационной связи с ЖК. Из-
за того, что нанотрубки обладают малым 
диаметром ( 1 10∼  нм), они не вызывают 
появление существенных ориентацион-
ных дефектов в несущей матрице. Это 

позволяет рассматривать ФУНТ как 
весьма перспективные объекты для моди-
фикации физических свойств ЖК.  

Ранее нами была предложена конти-
нуальная теория магнитоиндуцированных 
переходов в компенсированных суспен-
зиях ФУНТ на основе нематических ЖК 
[13]. Для таких суспензий в отсутствие 
магнитного поля характерно наличие двух 
равных объемных долей ФУНТ, магнит-
ные моменты которых противоположно 
направлены. В этом отношении компенси-
рованные суспензии являются ЖК-
аналогами антиферромагнетиков. В ос-
нове предложенной нами теории нахо-
дится выражение для свободной энергии 
[13] 

 1 2 3 4 5 6F F F F F F F dV      . (1) 

В (1) учтен ориентационно-упругий 
потенциал нематической матрицы (энер-
гия Франка) 

   2 2

1 11 22

1

2
F K K     n n n  

 2

33K   n n ,                (2) 

где iiK  – модули ориентационной упруго-

сти; n  – единичный вектор, задающий 
главную ось нематического порядка длин-
ных осей молекул (директор ЖК). Вклад 

 2

2 0

1

2 aF     n H               (3) 

учитывает взаимодействие диамагнитного 

нематика с внешним полем H , а вклады  

   3 0  sF M f f    m H ,         (4) 

  2

4 0

1

2
p

aF f f      m H       (5) 

учитывают взаимодействие ФУНТ с H . В 
этих выражениях определен единичный 

вектор m  – директор, который по анало-

гии с n  задает преимущественную ориен-
тацию длинных осей нанотрубок. Этот 
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вектор также описывает направление 
намагниченности ансамбля ФУНТ, т. е.  
он является единичным вектором намаг-
ниченности. Здесь также определены 

0
a

   и 0p

a   – диамагнитные анизотро-

пии ЖК и нанотрубок соответственно; v  – 
объем ФУНТ; f  и f  – объемные доли 

нанотрубок с магнитными моментами 

  μ m  и   μ m , направленными со-

ответственно параллельно и антипарал-

лельно директору ЖК n . Так как  
мы рассматриваем компенсированную  
суспензию, то в отсутствие магнитного 
поля ( 0H ) должно выполняться 

2f f f   , где 1f ≪  – средняя по об-

разцу объемная доля ФУНТ; 
s

M v   – ве-

личина магнитного момента и 
s

M  – 

намагниченность насыщения ФУНТ. На 
континуальном уровне описания различия 
между инкапсулированными и функцио-
нализированными ФУНТ нет [14], по-
этому в дальнейшем для нас будет яв- 
ляться существенным лишь то, что каждая 
нанотрубка обладает постоянным магнит-
ным моментом, направление которого 
совпадает с длинной осью нанотрубки. За 
ориентационную связь директоров ЖК и 
ФУНТ в (1) отвечает слагаемое  

  2

5

W
F f f

d
    n m ,     (6) 

где W  – поверхностная плотность энер-
гии сцепления молекул с поверхностью 
нанотрубок; d  – поперечный диаметр 
ФУНТ. Последнее слагаемое 

 6 ln lnBk T
F f f f f

v
            (7) 

обусловлено энтропией смешения идеаль-
ного раствора примесных нанотрубок (

B
k  – 

постоянная Больцмана; T  – температура).  
Вариация (1) по отношению к двум 

векторным величинам – директорам n и 
m, а также двум скалярным – объемным 

долям ФУНТ f  и f  позволяет опреде-

лить равновесные конфигурации ориента-
ционной и магнитной структуры суспен-
зии.  

Ранее нами были изучены возможные 
ориентационные фазы, которые возни-
кают в компенсированной суспензии 
ФУНТ на основе нематического ЖК в маг-
нитном поле, в частности установлено, 
что наличие ФУНТ приводит к пониже-
нию магнитного перехода Фредерикса в 
суспензии по сравнению с беспримесным 
ЖК [13]. Настоящая работа посвящена 
развитию предложенной ранее теории [13] 
и изучению магнитооптического отклика 
суспензии на примере расчета оптической 
разности фаз обыкновенного и необыкно-
венного лучей света, проходящего через 
слой суспензии в зависимости от напря-
женности поля.  

Материалы и методы  

Уравнения равновесия плоского 
слоя суспензии  

Рассмотрим бесконечный плоский 

слой суспензии ФУНТ в ЖК толщиной L  
с планарной текстурой. Начало декарто-
вой системы координат поместим в сере-

дине слоя так, что ось x  направлена вдоль 

границ слоя, а ось z  – ортогонально им. 
Сцепление молекул ЖК с границами счи-
таем жестким, а с нанотрубками – мягким 
и планарным. В этом случае планарному 

сцеплению ЖК и ФУНТ при 0W   в  
отсутствие внешнего магнитного поля  
будет отвечать случай 0n m n� � , где 

 0 1, 0,0n  – ось легкого ориентирова-

ния на границах слоя. Магнитное поле 
направим поперек слоя  0, 0, HH . Гео-

метрия задачи представлена на рисунке 1 
и соответствует одной из самых распро-
страненных конфигураций для изучения 
перехода Фредерикса в беспримесном не-
матическом ЖК [13].  
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Рис. 1. Ячейка с магнитокомпенсированной ЖК-суспензией ФУНТ в магнитном поле. Выбор системы 

координат 

Fig. 1. Cell with magnetically compensated LC-suspension оf FCNT in a magnetic field. Selecting a  

 coordinate system 

 
Возникающая под действием магнит-

ного поля ориентационная деформация 
отвечает комбинациям поперечного и про-
дольного изгибов. В этом случае воз-
можна параметризация директоров ЖК и 
ФУНТ через зависящие от поперечной ко-
ординаты углы ( )z  и ( )z  соответ-

ственно: 

 cos ( ), 0,sin ( )z z  n , 

                    cos ( ), 0,sin ( )z z  m .       (8) 

Подстановка (8) в (1) и последующее 
варьирование функционала свободной 
энергии 

0
F F F F

f f 

   
   

   
         (9) 

дает следующие уравнения ориентацион-
ного и магнитного равновесия: 

   

   

2 2

2

2

1

2

1
sin 2

2
 sin 2 0,

K
K

z z z

h

g g 

            

 

    

ɶ ɶ ɶ

 

(10)

 

 

21
th sin cos sin 2

2

sin 2 0,

bh
bh h

        

   

 
(11)

 

exp sin
bh

g Q
  

  

 
2

2 2sin cos
2

h  
    

  
,    (12) 

1/2
1

1/2

2 ch sin ( )
bh

Q z



    
  ɶ  

2
2exp sin ( )

2

h
z


  


ɶ  

 2cos ( ) ( )z z d z
    
 

ɶ ɶ ɶ ,  (13) 

где введено обозначение 

  2 2cos sinK k   .       (14) 

Эти уравнения записаны в безразмер-
ном виде. Подробное описание безразмер-
ных параметров представлено в наших 
предыдущих работах, посвященных  
компенсированным [13] и намагниченным 
[14] суспензиям. Далее мы ограничимся 
лишь кратким описанием безразмерных 
величин. В (10) – (13) определены:  
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безразмерная координата z z Lɶ   

( 1/ 2 1/ 2z  ɶ ); напряженность магнит-

ного поля 0 11/ah HL χ K  ; приведен-

ные объемные доли ФУНТ в суспензии 

g f f  . Параметр 33 11k K K  –  

отношение констант Франка; 

 2
11κ Bk T f L K v  – параметр сегрега-

ции, который отвечает за интенсивность 
концентрационного расслоения примеси  
в магнитном поле при появлении искаже-
ний ориентационной структуры ЖК-

матрицы [14];  2
11W f L K d   – безраз-

мерная энергия сцепления директоров ЖК 

и ФУНТ; параметр p

a af     опреде-

ляет, какой из двух диамагнитных  
ориентационных механизмов преобладает 
в суспензии ( 1   преобладает меха- 

низм, связанный с нанотрубками, а  
при 1   – с матрицей); параметр 

 0 11s ab M f L K    характеризует ре-

жим влияния магнитного поля на суспен-
зию (при 1b≫  ориентационные искаже-
ния матрицы обусловлены преимуще-
ственно дипольным механизмом, связан-
ным с магнитными частицами ФУНТ, а  
в противоположном случае 1b≪  – с квад-
рупольным механизмом, связанным с 
ЖК). Согласно работе [13] в системе еди-
ниц СИ типичные значения материальных 
параметров нематического ЖК и ФУНТ 

составляют 710a

  , 5 410 10p

a

   ∼ , 
12

33 11 10K K    Н, 810d   м,  
2210v   3м , 410f  , 219 10    Дж/Тл, 

710W   Н/ 2м , 20L   мкм и 300T   К 

получим 1b  , 110  , 1  , 1   и  

1k  . 
Для получения замкнутой краевой за-

дачи при решении системы (10) – (13) 
нужно дополнительно воспользоваться 
условиями на границах слоя 

   1 2 1 2 0     .        (15) 

Из-за одинаковых условий жесткого пла-
нарного сцепления молекул ЖК с грани-
цами ячейки (см. (15) и рис. 1) директор n  
будет иметь максимальное отклонение в 
середине слоя, поэтому 

 0 m   ,     
0

0
z

d

d z





ɶ
ɶ

.            (16) 

Далее для расчетов удобно перейти от 
дифференциального уравнения (10) к ин-
тегральному. Подробно процедура полу-
чения интегрального уравнения представ-
лена в работе [15]. Интегрирование (10) с 
использованием дополнительных условий 
(15) и (16) позволяет получить уравнение 
для угла m , который описывает ориента-

ционные искажения матрицы в середине 
слоя  

 1/2

0

1
,

2

m

R d



    .          (17) 

Здесь введено обозначение для произ-
водной 

 1/2 ,R
z


   

ɶ
          (18) 

и определена величина 

     2 2 2, cos cos mR K h        

 
1

2 m mg g g g


          ,     (19) 

В выражении (19) использованы  
обозначения для середины слоя: 

 ,m m m mg g     – приведенные объем-

ные доли ФУНТ, а также m  и m  – углы 

ориентации директоров ЖК и ФУНТ  
соответственно. В выражении (18) знак 
«+» отвечает нижней половине слоя  
( 1/ 2 0z  ɶ ), а «–» – верхней половине 
слоя ( 0 1/ 2z ɶ ), если считать, что ди-
ректор ЖК n  совершает поворот против 
часовой стрелки в направлении поля H .  



Петров Д.А.                                                     Магнитооптический отклик жидкокристаллических суспензий… 141 

Известия Юго-Западного государственного университета. Серия: Техника и технологии /  
Proceedings of the Southwest State University. Series: Engineering and Technologies. 2025;15(1):135–145 

Соотношение (18) позволяет перейти 
в (13) от интегрирования по безразмерной 
координате zɶ  к интегрированию по углу 

 , в результате выражение для нормиро-

вочной постоянно Q  можно переписать в 

виде

   
2

1 2 2 1/2

0

4 ch sin exp sin cos , .
2

m bh h
Q R d


             

     
                     (20) 

В итоге система уравнений (11), (17) 
и (20) совместно с гранусловиями (15) 
позволяет рассчитать значения углов ори-
ентации директоров ЖК и ФУНТ m  и m  

соответственно и определить нормиро-
вочную постоянную Q  в зависимости от 

напряженности приложенного магнит-
ного поля h и безразмерных параметров k, 
b, γ,   и  . 

Результаты и их обсуждения 

Магнитооптический отклик сус-
пензии 

Для демонстрации индуцированных 
магнитным полем ориентационных пере-
ходов в компенсированной ЖК-суспензии 
ФУНТ воспользуемся экспериментально 
определяемой величиной – оптической 
разностью фаз (фазовая задержка)   
между обыкновенным и необыкновенным 
лучами монохроматического света, про-
шедшего через ЖК-ячейку. Если луч мо-
нохроматического света с длиной волны 

light  направлен по нормали к границам 

ячейки с суспензией, то выражение для 
оптической фазовой задержки имеет вид 
[15] 

 
1/2

1/2

2
( )eff o

L
n z n d z




  

  ɶ ɶ .   (21) 

Здесь введен эффективный показа-
тель преломления  

2 2

2 2

sin ( ) cos ( )
( )eff

o e

z z
n z

n n

 
 

ɶ ɶ
ɶ ,       (22) 

где on  и en  – показатели преломления 

обыкновенного и необыкновенного лучей 

соответственно. Для малых концентраций 
ФУНТ можно полагать, что для суспензии 
показатели преломления остаются такими 
же, как и для чистого нематика.  

С помощью (18) перейдем в (21) к ин-
тегрированию по углу, в результате полу-
чим окончательное выражение для вычис-
ления оптической разности фаз 

2

2 2
0 0

(1 1 )cos
2

1 cos 1 cos

m       
 

       


  

 1/2 , .R d


   


             (23) 

Здесь определена оптическая раз-
ность фаз в отсутствие магнитного поля 

 0 2 e oL n n     и введено обозначение 

 2 2 2
e o en n n   . В выражении (23) угол 

m  определяется в результате решения си-

стемы уравнений (11), (17) и (20), при этом 
связь углов ориентации директоров ЖК и 
ФУНТ в произвольной точке слоя суспен-
зии ( ( )z ɶ  и ( )z ɶ ) задается уравнением 

(11).  
На рисунке 2 представлены резуль-

таты расчетов оптической разности фаз 
для нематика 6CHBT ( 1,1k  , 1,518on   и 

1,675en   для 589,3light   нм [13]) и раз-

личных суспензий ФУНТ на его основе. В 
расчетах использовались значения мате-
риальных параметров 0,15  , 1,85  , 

2,45   и различные значения парамет- 

ра b.  
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Рис. 2. Зависимости оптической разности фаз от приложенного магнитного поля для k = 1,1,  

γ = 0,15, κ = 1,85, σ = 2,45 и разных значений параметра b (hc1 = 2,823, hc2 = 2,224,  

hc3 = 0,4477). Пунктирная кривая отвечает магнитооптическому отклику чистого нематика  

(
LC
ch   ) 

Fig. 2.  Dependences of the optical phase difference on the applied magnetic field for k = 1,1, γ = 0,15,  

 κ = 1,85, σ = 2,45  and different values of the parameter b (hc1 = 2,823, hc2 = 2,224,  hc3 = 0,4477). 

The dotted curve corresponds to the magneto-optical response of a pure nematic  (
LC
ch   ) 

 

Из рисунка 2 видно, что в отсутствие 
искажений ориентационной структуры 
фазовая задержка остается максимальной  
( 0 1   ). Такое состояние остается 

устойчивым, пока магнитное поле не до-
стигнет порогового значения ch , выше ко-

торого происходит переход Фредерикса 
из начальной планарной фазы ( 0  ) 

в возмущенное состояние – угловую фазу 
( 0 2    и 0 2    ). Ранее в работе 

[13] было получено выражение для поля 
перехода Фредерикса: 

 2 1 1

2 2
c

c

c c

h
   

       

  
1/2

222 22 1 8c c c


         


, (24) 

где введено обозначение 2
c b     . 

Здесь нужно отметить, что в отсутствие 
ориентационной связи ФУНТ и ЖК-
матрицы ( 0  ) выражение (24) сводится 
к полю перехода Фредерикса для чистого 
нематика LC

c ch h    [16]. 

Из рисунка 2 видно, что в полях 

ch h  фазовая задержка монотонно 

уменьшается как для разных образцов сус-
пензий (см. кривые 1, 2 и 3), так и чистого 
ЖК (см. пунктирная кривая), т. е. умень-
шению 0   отвечает рост отклонения ди-

ректора ЖК n  от координатной оси х 
(рост угла ( )z ɶ ).  

Кроме этого, с ростом параметра 

 0 11s ab M f L K   , что соответствует 

увеличению концентрации и магнитного 
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момента ФУНТ или уменьшению диамаг-
нитной анизотропии ЖК, порог перехода 
Фредерикса существенно смещается в  
область более низких полей. На рисунке 2 
кривые 1 и 2, для которых 0,2b    

(hc = hc1 = 2,823) и b = 0,8 (hc = hc2 = 2,224) 
соответственно, отвечают случаю, когда 
квадрупольный ориентационный меха-
низм, связанный с матрицей, преобладает 
над дипольным механизмом, обусловлен-
ным примесными ФУНТ. Значительному 
преобладанию дипольного ориентацион-
ного механизма над квадрупольным  
отвечает кривая 3, для которой b = 5  
(hc = hc3 = 0,487). В сильных магнитных по-
лях фазовая задержка асимптотически 
стремится к нулю из-за условий жесткого 
сцепления директора ЖК с границами 
слоя.  

 
 

Выводы 

В работе в рамках континуальной тео-
рии изучены индуцированные внешним 
магнитным полем ориентационные фазо-
вые переходы типа Фредерикса в магнито- 
компенсированной ЖК-суспензии ФУНТ. 
Из сравнения результатов расчетов для 
чистого нематика (см. пунктирная кривая 
на рис. 2) и различных ЖК-суспензий (см. 
кривые 1, 2 и 3) можно сделать однознач-
ный вывод, что наличие ФУНТ в матрице 
позволяет значительно усилить магнито-
ориентационный отклик последней по 
сравнению с беспримесным нематиком. 
Таким образом, представленное исследо-
вание может послужить отправной точкой 
для создания новых магнитооптических 
устройств, где в качестве рабочих сред ис-
пользуются гибридные композиты ЖК и 
ФУНТ. 
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