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Резюме 

Цель. Исследовать влияние магнитного поля на упругие характеристики изотропного магнитного эласто-
мера.  
Методы. Поведение магнитных частиц в образце исследовалось на основе идеи иерархической модели фор-
мирования цепочек, совмещенной с решеточной моделью расположения частиц. При исследовании систем 
с цепочечными агрегатами вводилась статистическая функция распределения по числу частиц в цепочке, 
которая позволила рассчитать количество цепочек в композите с заданной концентрацией частиц. Нели-
нейная намагниченность частиц в образце моделировалась в виде полуэмпирического закона Фрелиха –  
Кенели, позволившего с хорошей точностью рассчитать намагниченность материалов, как в слабых, так 
и в сильных магнитных полях. 
Результаты. В работе представлена модель, описывающая упругие свойства изотропного магнитного 
эластомера, который синтезируется без воздействия магнитного поля. Эластомер состоит из частиц с 
объемной концентрацией 28,6%, способных к намагничиванию, размер которых составляет 10 мк. Эти ча-
стицы внедрены в полимерную матрицу. Под действием магнитного поля в полимере формируются це-
почки из магнитных частиц. Предполагается, что длина таких цепочек меньше размеров образца в направ-
лении поля. Определены зависимости модуля сдвига композита от внешнего магнитного поля. 
Вывод. Предложена физическая модель, которая успешно предсказывает магнитореологический эффект 
в исследуемом композитном материале с мягкой матрицей и хаотично распределенными частицами, син-
тезированном без магнитного поля. Исследования базируются на усовершенствованной решеточной тео-
рии, учитывающей вероятностное распределение частиц, обусловленное процессом полимеризации компо-
зита. Предложен иерархический принцип формирования цепочек частиц, где их количество удваивается на 
каждом этапе.  Установлено, что именно цепочки такой длины вносят основной вклад в макроскопический 
модуль сдвига композита.  Соответствие теоретических результатов и экспериментальных данных под-
тверждает адекватность предложенной модели для описания поведения магнитного эластомера во внеш-
нем магнитном поле.  
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Abstract 

Purpose. To investigate the influence of magnetic field on the elastic characteristics of isotropic magnetic elastomer. 
Methods. The behavior of magnetic particles in the sample was studied based on the idea of a hierarchical model of 
chain formation combined with a lattice model of particle arrangement. When studying systems with chain aggregates, 
a statistical distribution function was introduced for the number of particles in a chain, which made it possible to calculate 
the number of chains in a composite with a given particle concentration. The nonlinear magnetization of particles in the 
sample was modeled in the form of the semi-empirical Fröhlich-Kaenely law, which made it possible to calculate the 
magnetization of materials with good accuracy, both in weak and strong magnetic fields. 
Results. The paper presents a model describing the elastic properties of an isotropic magnetic elastomer synthesized 
without the effect of a magnetic field. The elastomer consists of particles with a volume concentration of 28.6%, capable 
of magnetization, the size of which is 10 microns. These particles are embedded in a polymer matrix. Under the action 
of a magnetic field, chains of magnetic particles are formed in the polymer. It is assumed that the length of such chains 
is less than the size of the sample in the direction of the field. The dependences of the shear modulus of the composite 
on the external magnetic field are determined. 
Conclusion. A physical model is proposed that successfully predicts the magnetorheological effect in the studied com-
posite material with a soft matrix and randomly distributed particles synthesized without a magnetic field. The research 
is based on an improved lattice theory that takes into account the probabilistic distribution of particles due to the 
polymerization process of the composite. A hierarchical principle of forming particle chains is proposed, where their 
number doubles at each stage. It has been established that chains of such length make the main contribution to the 
macroscopic shear modulus of the composite. The agreement between theoretical results and experimental data con-
firms the adequacy of the proposed model for describing the behavior of a magnetic elastomer in an external magnetic 
field. 
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*** 

Введение 

Введение магнитных частиц нано- и 
микронного размера в полимерные мат-
рицы дает начало широкому классу мате-
риалов – магнитным нано- и микродис-
персным композитам. Этот класс вклю-
чает в себя такие материалы, как ферро-
гели, магнитные эластомеры и даже био-
логические ткани с внедренными магнит-
ными частицами. Их многофункциональ- 

ность привлекает значительный интерес 
исследователей и разработчиков, по-
скольку открывает перспективы для при-
менения в различных высокотехнологич-
ных областях. Среди потенциальных при-
менений: миниатюрные высокочувстви-
тельные датчики, экраны для избиратель-
ного поглощения электромагнитного из-
лучения [1], а также разнообразные ме-
дико-биологические приложения [2]. 
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Магнитоактивные эластомеры (МАЭ) 
представляют собой важный класс маг-
нитных композитов.  Они состоят из мик-
ронных магнитных частиц, распределен-
ных в эластомерной матрице, что наделяет 
их уникальным сочетанием гибкости по-
лимеров и магнитных свойств наполни-
теля [3].  Под действием внешнего магнит-
ного поля частицы МАЭ стремятся вы-
строиться вдоль силовых линий, образуя 
упорядоченные структуры [4]. Такая пере-
стройка приводит к значительным измене-
ниям свойств материала [5], включая рео-
логические, электрические и даже форму 
самого образца [6]. 

Одним из многообещающих направ-
лений в области магнитных эластомеров 
является разработка композитов с анизо-
тропной магнитной структурой. Достиже-
ние такой структуры возможно путем кон-
тролируемого расположения магнитных 
частиц внутри материала, например, по-
средством вулканизации в присутствии 
внешнего магнитного поля.  В отличие от 
своих изотропных аналогов, анизотроп-
ные МАЭ обладают уникальными свой-
ствами, которые различаются в зависимо-
сти от направления. Распределение маг-
нитных частиц в полимерной матрице иг-
рает ключевую роль в формировании де-
формационных характеристик материала.  
Контролируя ориентацию частиц, можно 
добиться значительного улучшения 
свойств сдвига, а также вариативности в 
упругих модулях в разных направлениях, 
достигающей десятков процентов.  Иссле-
дования магнитомеханических свойств 
при различных концентрациях магнитных 
частиц показывают, что начальный мо-
дуль упругости анизотропных магнитоак-
тивных эластомеров может в несколько 
раз превышать аналогичный показатель у 
изотропных материалов [7]. 

В ряде наших теоретических исследо-
ваний (например, в [8]) было продемон-
стрировано, что повышение модуля упру-

гости МАЭ в магнитном поле обуслов-
лено магнитными взаимодействиями 
между частицами.  Эти исследования рас-
сматривали различные модели распреде-
ления магнитных частиц как для изотроп-
ных, так и для анизотропных образцов.  В 
результате было предсказано, что анизо-
тропные образцы будут демонстрировать 
более выраженный магнитный отклик, что 
впоследствии подтвердилось эксперимен-
тально [7]. 

Однако в других работах (например, в 
[9]), посвященных моделированию, учи-
тывались только взаимодействия между 
магнитными частицами, без учета измене-
ний в структуре наполнителя под воздей-
ствием магнитного поля. Такой подход 
оправдан для относительно жестких мате-
риалов, где перемещение магнитных ча-
стиц затруднено из-за высокого упругого 
сопротивления матрицы. В случае же мяг-
ких полимерных матриц, где перегруппи-
ровка частиц может быть весьма суще-
ственной, магнитоупругие свойства как 
изотропных, так и анизотропных МАЭ 
остаются недостаточно изученными. 

Настоящее исследование является 
первым этапом в серии теоретических ра-
бот, посвященных МАЭ.  Основная цель – 

изучение мягких магнитоактивных эла-
стомеров, синтезированных в отсутствие 
магнитного поля.  В рамках исследования 
будет проведен анализ магнитомеханиче-
ского поведения МАЭ с изотропным рас-
пределением магнитных частиц в поли-
мерной матрице.  Особое внимание будет 
уделено влиянию межчастичных взаимо-
действий на модуль упругости при сдви-
говой деформации образца. 

Материалы и методы 

Магнитные эластомеры можно пред-
ставлять как композиты, в которых упру-
гая сплошная среда наполнена сфериче-
скими частицами, обладающими способ-
ностью к намагничиванию. В предполо-
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жениях модели до воздействия магнит-
ного поля все частицы равномерно разме-
щены в среде без формирования класте-
ров. Отметим, что такая гипотеза является 
значительным упрощением, т. к. в про-
цессе формирования магнитных компози-
тов часто возникают агрегаты со случай-
ными и неупорядоченными формами. Од-
нако, как видно из дальнейшего анализа, 
допущение об однородном распределении 
частиц по объему позволяет адекватно 
охарактеризовать магнитореологические 
эффекты в МАЭ в порядке величины. 

На рисунке 1 схематически иллю-
стрируется рассматриваемая система. В 
начальной стадии (после полимеризации), 
в отсутствие магнитного поля, частицы 
распределены случайным образом по об-
разцу (рис. 1, а). При включении поля фор-
мируются цепочки частиц, выстроенные в 
направлении действия поля (рис. 1, б). На 
заключительном этапе данная система 
подвергается макроскопическим сдвиго-
вым деформациям (рис. 1, в), что, в част-
ности, приводит к отклонению цепочек от 
исходного направления магнитного воз-
действия.

 

а                           б                                        в 

Рис. 1. Иллюстрация расположения одиночных частиц в эластомере до включения магнитного поля (а); 

цепочки в недеформированном образце (б) и цепочки в образце при деформации сдвига (в) 

Fig. 1. Illustration of the arrangement of single particles in an elastomer before the magnetic field is turned on 

(a); a chain in an undeformed sample (б) and a chain in a sample under shear deformation (в) 

Наша первая цель – описать переход 
системы из состояния (a) в состояние (б) 
на рисунке 1 и определить среднее число 
частиц в цепочках при заданном магнит-
ном поле. Для максимального упрощения 
математической части задачи, как и в [8], 
мы предполагаем, что частицы представ-
ляют собой одинаковые сферы (см. рис. 1, 
a), т. е. пренебрегаем возможной полидис-
персностью системы частиц.  

Следуя [8], воспользуемся основ-
ными идеями иерархической модели фор-
мирования цепочек в магнитореологиче- 

ских материалах (эластомерах, гелях и 
жидкостях), совмещенных с решеточной 
моделью расположения частиц. Отметим, 
что решеточный подход часто применя-
ется в статистической физике газов и жид-
ких систем [10]. 

Рассмотрим кубическую решетку, 
изображенную на рисунке 2, с длиной ре-
бра l. Эту длину оценим из условия, что 
отношение объема частицы к объему 
ячейки равно объемной концентрации ча-
стиц Ф в композите: 
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1

3

6Ф
,pl d

   
 

                      (1) 

где dp – диаметр частицы. 
Будем считать, что до приложения 

поля центры всех частиц в системе с рав-
ной вероятностью находятся в любой 
точке внутри линейного сегмента  

S1 = l – dp ячейки кубической решетки; 
центр сегмента совпадает с центром 
ячейки решетки (рис. 2). Обозначим  
случайное расстояние между центрами со-
седних частиц как lr. Расстояние lr прини-
мает любое значение в пределах отрезка 
(рис. 2) 

12p r pd l S d   .                (2) 

 

Рис. 2. Иллюстрация кубической решетки. Центры каждой частицы могут располагаться  

  в любой точке внутри своего сегмента S1 

Fig. 2. Illustration of a cubic lattice. The centers of each particle can be located at any point  

 within its segment S1 

 
Для анализа образования цепочек 

магнитных частиц в композите применим 
иерархический подход, который наглядно 
представлен на рисунке 3. Суть этого под-
хода заключается в пошаговом объедине-
нии частиц: сначала одиночные частицы 
образуют дублеты, затем дублеты объеди-
няются в квартеты и т. д.  На каждом этапе 
количество частиц в цепочке удваивается, 
что можно выразить формулой 
n = 2k, где k = 0,1…, где n – количество ча-
стиц в цепочке, k – номер этапа объедине-
ния. Длина образующихся цепочек опре-
деляется балансом сил магнитного притя-
жения между частицами и силами упру-
гого сопротивления полимерной матрицы, 
препятствующими смещению частиц. Для 

упрощения анализа, как и в работе [8], вза-
имодействие частиц, расположенных на 
разных осях решетки, не учитывается. 

Рассмотрим процесс объединения ча-
стиц на примере произвольной оси ре-
шетки, ориентированной параллельно 
внешнему магнитному полю H0 (рис. 3). 
На начальном этапе все частицы нахо-
дятся в одиночном состоянии (левая ось 
на рис. 3). Центр каждой частицы может 
произвольно перемещаться в пределах 
своего сегмента S1. При объединении двух 
частиц в дублет центр дублета может за-
нимать любое положение внутри сегмента 
S2, длина которого равна сумме длин сег-
ментов одиночных частиц: S2 = 2S1. Ана-
логичным образом определяется положе-
ние центров кластеров из четырех, восьми 
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и более частиц. Этот алгоритм можно про-
должить для цепочек, состоящих из лю-
бого числа n частиц (рис. 3). Длина сег-
мента для n-частичной цепочки равна 

сумме длин сегментов составляющих ее 
частиц: 

 1n pS nS n l d   .                 (3)

 

Рис. 3. Эскиз трех первых стадий (k = 0, 1, 2) агрегации частиц. Горизонтальные стрелки иллюстрируют 

эволюцию частиц во времени. Показаны сегменты возможных положений цепочек. Границы 

сегментов соответствуют полюсам частиц на концах цепочек. Отдельные частицы и цепочки 

показаны в центрах сегментов их возможных положений 

Fig. 3. Sketch of the first three stages (k = 0, 1, 2) of particle aggregation. Horizontal arrows illustrate the  

evolution of particles in time. Segments of possible positions of chains are shown. The boundaries  

of the segments correspond to the poles of the particles at the ends of the chains. Individual particles  

and chains are shown in the centers of the segments of their possible positions 

Рассмотрим две соседние n-частич-
ные цепочки и обозначим номер частицы 
в цепочке как j. Предположим, что «самая 
нижняя» частица в «верхней» n-частичной 
цепочке и «самая высокая» частица в 
«нижней» n-частичной цепочке (рис. 4) 
имеют номер 1. Одиночные частицы 
должны сместиться таким образом, чтобы 
образовать n-частичную цепочку. Про-
стые вычисления показывают, что для j-й 
одиночной частицы такое смещение будет 
равно 

   0 1
.

2j r p

n
z j l d

     
 

         (4) 

Предположим теперь, что каждая из 
этих двух цепочек сместилась (под дей-
ствием магнитного притяжения) по 

направлению к другой на расстояние ΔZ 
относительно положения формирования 
этих цепочек. Эта ситуация проиллюстри-
рована на рисунке 4. 

Общее смещение j-х частиц верхней 
цепочки на рисунке 4 относительно 
начального их положения, показанного на 
рисунке 2: 
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.
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j j

r p

z z Z
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j l d Z

     
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 

          
(5)

 

Аналогично общее смещение j-й ча-
стицы в нижней цепочке  

 

 
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1
.

2

j j

r p

z z Z

n
j l d Z
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 

        
(6)
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Рис. 4. Иллюстрация смещения цепочек навстречу друг другу: слева – взаимное расположение  

цепочек сразу после их образования; справа – после смещения. Горизонтальная стрелка – 

эволюция во времени 

Fig. 4. Illustration of the shift of chains towards each other: оn the left is the relative position of the  

 chains  immediately after their formation; on the right is after the shift. The horizontal arrow  

 is the evolution over  time 

Удобно ввести расстояние ξ между 
центрами частиц на ближайших концах 
цепочек (см. рис. 4). Легко показать, что 
выполняется следующее соотношение: 

2ΔnL Z   ; 

  n r p pL n l d d   , (7)

где Ln – расстояние между центрами бли-
жайших частиц соседних устойчивых  
n-частичных цепочек; это расстояние 
напрямую зависит от начальных (для оди-
ночных частиц) случайных расстояний lr. 
Используя эту формулу и уравнения (2), 
(3), получаем диапазон значений этого 
расстояния 

2p n n pd L S d   .               (8) 

Полную энергию деформации мат-
рицы, соответствующую положениям це-
почек, показанным на рисунке 4, в при-
ближении Гука можно представить как 

       2 2
0 0

1

n
el

n j j

j

U z Z Z z


          ,(9) 

где β = 3πG0dp, а G0 – модуль сдвига мат-
рицы [8]. 

Объединяя уравнения (5), (6), (7) и 
(9), приходим к следующей оценке для 
упругой энергии в зависимости от рассто-
яния ξ между центрами частиц на ближай-
ших концах цепочек: 

 
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n

n

r p n
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n j l d L
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 
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 
 ,(10)

 

где n – длина цепочки; dp – диаметр ча-
стицы; Ln – определено в (7), а lr = L1. 

Силу упругости, которая сопротивля-
ется сближению цепочек, можно записать 
как 

     .
2

el

nel

n n

dU n
F L

d

 
    


 (11) 

Теперь оценим магнитную силу взаи-
модействия между цепочками из n-частиц 
(см. рис. 2). В рамках простейшего ди-
поль-дипольного приближения эту силу 
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можно представить в виде [8] суммы ди-
поль-дипольного взаимодействия каждой 
частицы одной цепочки с каждой части-
цей другой: 

  0
4

1 1

3

2

n n
m i k

n

i k ik

m m
F

r 


  

  ,      (12) 

где μ0 – магнитная проницаемость ваку-
ума; mi/k – магнитный момент i/k-й ча-
стицы в одной из цепочек; rik – расстояние 
между центрами этой частицы и k-й ча-
стицы другой цепочки (рис. 5).

 

Рис. 5. Иллюстрация расстояния между центрами k-й и i-й частиц, расположенных  

в соседних двух n-частичных цепочках 

Fig. 5. Illustration of the distance between the centers of the k-th and i-th particles located  

in two adjacent n-particle chains 

 

Предположим, что магнитные мо-
менты всех частиц в цепочках равны. Ре-
зультаты исследования [11] показывают, 
что такое упрощение приводит к незначи-
тельным расхождениям по сравнению с 
более точным, но значительно более слож-
ным методом, который учитывает зависи-
мость магнитных моментов частиц от их 
расположения в цепочке. В уравнении (12) 
обозначим магнитный момент частицы в 
n-частичной цепочке как mn = VpMn, где  
Vp – объем частицы, а Mn – ее намагничен-
ность. Подставив это соотношение в (12) с 
учетом rik = ξ + dp(i + k – 2) (см. рис. 5), мы 
получаем следующее выражение: 
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  

2 2
0

4
1 1

3

2
1

     .
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p nm

n

n n

i k
p
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d i k 


   




   


   

(13)
 

Из-за сложной формы цепочки мате-
матически строгий расчет намагниченно-
сти Mn невозможен. Здесь, чтобы полу-
чить физически прозрачные результаты, 
мы оценим Mn для цепочки n-частиц как 
намагниченность эллипсоида вращения с 
большой и малой осями, равными ndp и dp 
соответственно. Эллипсоидальная модель 
цепочки в недеформированном и сдвину-
том образцах проиллюстрирована на ри-
сунке 6. Отметим, что такой подход не-
давно был успешно использован для рас-
четов реологических свойств жидких аль-
гинатных суспензий с магнитными части-
цами [12]. 
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Рис. 6. Иллюстрация моделирования цепочечных частиц как эллипсоидов вращения вдоль  

 оси z. Цепочка, параллельная приложенному полю, соответствует недеформированному  

 образцу, наклоненная цепочка – сдвинутому образцу 

Fig. 6. Illustration of modeling chain particles as ellipsoids of rotation along the z-axis. The chain parallel  

to the applied field corresponds to the undeformed sample, the tilted chain to the shifted sample 

В рамках эллипсоидальной модели 
магнитное поле Hin внутри цепочек можно 
определить с помощью классического со-
отношения магнитостатической теории 
[13]: 

0 cos  inH H M N 
� � �

, 

0 sin  inH H M N     , (14)

где θ – угол отклонения оси эллипсоида от 
оси z (т.е. от внешнего магнитного поля 
B�) вследствие макроскопической сдвиго-
вой деформации образца. Символами ∥ и 
⊥ обозначены компоненты векторов, па-
раллельные и перпендикулярные главной 
оси эллипсоида; N∥ и N⊥ – размагничиваю-
щие факторы эллипсоида вдоль и перпен-
дикулярно этой оси [13]: 

 2
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 1 / 2N N  
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.              (15) 

Вообще говоря, намагниченность ча-
стицы нелинейно зависит от поля H0. Ис-
пользуя полуэмпирическое соотношение 
Фрелиха – Кеннелли [14], имеем 

0

0

 
, s
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
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in
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,     (16) 

где χ0 и Ms – начальная восприимчивость 
материала частицы и ее намагниченность 
насыщения соответственно; χ – восприим-
чивость частицы во внутреннем поле Hin. 

Сначала мы рассматриваем недефор-
мированный образец и положим угол θ = 0 
(см. рис. 6). Объединяя уравнения (14) и 
(16), получаем 
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(17) 

Запишем полную силу, действующую 
на  n-частичную цепочку, как 

     , ,m el

n n n n nF L F F L     .   (18) 

Образование устойчивой цепочки из 
2n-частиц двумя n-частичными зависит от 
конкуренции магнитных и упругих сил, 
действующих на цепочки. Действительно, 
частицы образуют цепочки из-за магнит-
ного притяжения, однако упругие силы, 
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возникающие в содержащей их среде 
вследствие смещения частиц,  этому пре-
пятствуют. В уравнениях (11), (12) силы 
магнитного притяжения отрицательны, 
упругие силы положительны. Для созда-
ния новой цепочки общая сила в (18) 
должна быть отрицательной для всех зна-
чений ξ, Ln. 

Введем критические значения ξcr, cnL  

этих расстояний, соответствующие агре-
гированию цепочек 2n-частиц под дей-
ствием заданного магнитного поля (см. 
иллюстрацию на рис. 5). Эти величины 
можно найти из следующих условий для 
полной силы (см. подробное объяснение в 
[8]): 

   ,
, 0,   0n n

n n

dF L
F L

d


  


.   (19) 

Обозначим число n-частичных цепо-
чек в единичном объеме системы как gn. 
Эта функция распределения удовлетво-
ряет следующему условию нормировки 

1

Φ

p

n

i

ng
V





 .                   (20) 

Отметим, что отношение 
Φ

pV
 пред-

ставляет собой общее число частиц в еди-
нице объема композита. 

Расстояние L1 = lr между отдельными 
частицами (до их агрегирования) имеет 
вероятный характер, а расстояние Ln 
между устойчивыми цепочками n-частиц 
зависит от lr (см. (7)). С равной вероятно-
стью Ln может иметь любое значение в 
пределах неравенства (8). Объединение 
частиц в цепочки произойдет при выпол-
нении неравенства n cr nL L . Учитывая 

это, преобразуем неравенство (8) в виде 
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L d
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Величина 
2

cr n p

n

L d

S


 представляет со-

бой вероятность P2n образования 2n-ча-
стичной цепочки в результате объедине-
ния двух n-частичных цепочек. Функция 
распределения gn может быть определена 
через вероятность P2n следующим обра-
зом. Предположим, что n-частичная це-
почка образована путем объединения двух 
n/2-частичных цепочек. В свою очередь, 
n/2-частичная цепочка образована в ре-
зультате объединения двух n/4-частичных 
цепочек и так далее вплоть до одиночных 
частиц (см. рис. 3). Таким образом, для 
определения gn необходимо учесть все ве-
роятности /2 /4 2 1, , , , , n n nP P P P P , тогда 
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где множитель 
Ф

pnV
 – число n-агломерат-

ных цепочек в единице объема. Математи-
чески это означает, что произведение всех 
вероятностей до i = n равно единице (т. е. 

/2 /4 2 1 1n n nP P P P P   и P2n = 0). При опреде-

лении количества n-частичных цепочек в 
единичном объеме системы необходимо 
учитывать тот факт, что 2n-частичная  
цепочка не должна образовываться, по-
этому запишем в этой формуле множитель 
(1 – P2n). 

Напомним, что gn – число n-частич-
ных цепочек в единичном объеме си-
стемы. Используя (20), можно определить 
среднее число частиц <n> в цепочках: 
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Мы решили систему (19) численно и, 
объединив (22) и (23), определили среднее 
число <n> частиц в цепочке. Некоторые 

результаты наших расчетов представлены 
на рисунке 7.

 

Рис. 7. Среднее число <n> частиц в цепочках в зависимости от индукции приложенного магнитного поля 

B. Параметры системы: χ0 = 10000. G0 = 20,1 кПа; Ms = 2000 кА/м, dp = 10 мкм, Φ = 0,286 

Fig. 7. Average number <n> of particles in chains depending on the induction of the applied magnetic field B. 

System parameters: χ0 = 10000, G0 = 20,1 kPa; Ms = 2000 kA/m, dp = 10 μm, Φ = 0,286 

Рассмотрим образец как композит, 
состоящий из упругой матрицы и одина-
ковых удлиненных намагничивающихся 
цепочек; число частиц в цепочке равно 
среднему числу <n>, определенному в 
уравнении (23). Пусть композит испыты-
вает малый макроскопический сдвиг пер-
пендикулярно полю (как показано на  
рис. 1, в). Следуя [8] и общей теории ме-
ханики полярных сред (см., например, 
[15]), модуль сдвига композита можно 
представить в виде 

s aG G G  ,                (24) 

где первый член соответствует симмет-
ричному напряжению, которое возникает 
из-за упругих деформаций в матрице; вто-
рой – антисимметричному напряжению, 
вызванному магнитными моментами, дей-
ствующими на цепочки. 

Для оценки sG  мы моделируем, по-

добно [8], цепочечные агрегаты как эллип-
соиды вращения, показанные на рисун- 
ке 6, с малой и большой осями, равными 

dp и ndp соответственно. В результате при-
ходим к соотношению 
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где α(n),...λ(n) – коэффициенты формы эл-
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В [15] показано, что влияние отдель-

ных цепочек на макроскопические свой-
ства композитов доминирует над влия-
нием межцепочного взаимодействия. Это 
позволяет применять уравнение (26) для 
всех представляющих интерес объемных 
долей частиц. 

Рассмотрим эллипсоид, отклоненный 
от направления приложенного магнитного 
поля на угол θ (см. рис. 6). Антисиммет-
ричную часть Ga в уравнении (24) можно 
оценить как (см. также [8]): 

 Φ

2a m

el

G Г
V


  ,          (27) 

где γ – величина макроскопической сдви-
говой деформации; 

el pV V n  – объем эл-

липсоида;  mГ   – момент силы, действу-

ющий на эллипсоид со стороны внешнего 
магнитного поля 0H , который равен [13] 

   0

0 0
,

H

m el xГ V M H dH    ,      (28) 

где  xM H  – намагниченность эллипсо-

ида в поле H (играющем роль 0H ). 

Декартовы составляющие намагни-
ченности связаны с параллельными и пер-
пендикулярными, относительно главной 
оси эллипсоида, компонентами следую-
щим образом: 

cos sinzM M M    
�

; 

cos sinxM M M   
�

.         (29) 

Компоненту xM  можно найти, объ-

единив уравнения (14), (16) и (29) как 
функцию от H и θ. Напомним, что здесь  
θ – угол отклонения эллипсоида от  
его первоначального направления в  
результате макроскопического смещения 

xu z   в образце.  Тогда этот угол можно 

оценить в линейном приближении относи-
тельно величины макроскопической сдви-
говой деформации γ как [16]: 
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Результаты и их обсуждение 

Подставляя в уравнение (30)  mГ   

из (28), получаем трансцендентное урав-
нение для θ, которое было рассчитано чис-
ленно относительно γ. 

Ниже приведены результаты сравне-
ния обобщенной теоретической модели с 

экспериментальными данными [7] для ко-
нечных деформаций. Подставляя θ, полу-
ченное как решение уравнения (30), в 
уравнения (24)–(26) и (28), определяем 
модуль упругости G композита при задан-
ном сдвиге γ. Сравнение расчетов с экспе-
риментальными данными для нескольких 
значений γ показано на рисунке 8.

 

Рис. 8. Модуль сдвига в зависимости от приложенного магнитного поля. Параметры системы:  

γ = 0,001; χ0 = 10000; G0 = 20,1 кПа; Ms = 2000 кА/м; dp = 10 мкм, Φ = 0,286. Линия – теория, 

точки – экспериментальные данные [7] 

Fig. 8. Shear modulus depending on the applied magnetic field. System parameters: γ = 0,001; χ0 = 10000;  

 G0 = 20,1 kPa; Ms = 2000 kA/m; dp = 10 μm; Φ =0,286. Line – theory, dots – experimental data [7] 

 

Рисунок 8 показывает, что предло-
женная модель, по крайней мере по по-
рядку величины, соответствует экспери-
ментальным данным, приведенным в ра-
боте [7]. Различия между теорией и экспе-
риментальными результатами могут быть 
обусловлены образованием агломератов 
частиц на этапе синтеза композита, тогда 
как в модели предполагалось равномерное 
распределение частиц. Таким образом, 
можно сделать вывод о том, что согласие 
теоретических данных с эксперименталь-
ными является обоснованным.  

 

Выводы 

В представленной работе предложена 
физическая модель для описания магнито-
реологического эффекта в композитных 
материалах с мягкой матрицей и хаотично 
распределенными магнитными части-
цами. Особенностью исследуемых компо-
зитов является их синтез в отсутствие маг-
нитного поля, что обусловливает случай-
ное распределение частиц.  Разработанная 
модель базируется на усовершенствован-
ной решеточной теории, которая учиты-
вает не жесткую фиксацию частиц в узлах 
полимерной матрицы, а их вероятностное 
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распределение, определяемое условиями 
полимеризации.  

Ключевым элементом модели явля-
ется предложенный иерархический прин-
цип объединения частиц в цепочки. Со-
гласно этому принципу на каждом этапе 
объединения количество частиц в цепочке 
увеличивается вдвое. Результаты модели-
рования показывают, что именно такие це-
почки вносят определяющий вклад в фор-
мирование макроскопического модуля 
сдвига композита. Получено хорошее со- 

гласие между теоретическими предсказа-
ниями и экспериментальными данными, 
что подтверждает адекватность разрабо-
танной модели и ее способность кор-
ректно описывать физические процессы, 
происходящие в магнитном эластомере, 
помещенном во внешнее поле. Дальней-
шие исследования будут направлены на 
развитие предложенной модели с целью 
описания упругих свойств анизотропных 
мягких композитов. 
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