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Резюме 

Цель исследования. Получить аналитические выражения, позволяющие вычислять силу и скорость уме-

ренно крупной высоковязкой капли с учетом прямого вклада коэффициента испарения, линейных поправок 

по числу Кнудсена и реактивного эффекта, движущейся в поле плоской волны монохроматического излуче-

ния.   

Методы. Применялись методы теории возмущения, газокинетические методы, математические методы 

решения линейных дифференциальных уравнений в частных производных с переменными коэффициентами 

(система уравнений Стокса, уравнения Лапласа и Пуассона). 

Результаты. В квазистационарном приближении проведено теоретическое описание фотофоретиче-

ского движения умеренно крупной испаряющейся высоковязкой капли сферической формы (отсутствуют 

циркуляция вещества внутри капли и силы межфазного поверхностного натяжения) в вязкой бинарной га-

зовой смеси. Решалась линеаризованная по скорости система уравнений Навье – Стокса и тепломассопе-

реноса. Получены выражения для полей массовой скорости, давления, температуры и относительной чис-

ловой концентрации первого компонента. Сила и скорость фотофореза высоковязкой капли определялась 

интегрированием тензора напряжений по поверхности частицы. В граничных условиях на поверхности вы-

соковязкой капли учитывались линейные поправки по числу Кнудсена (изотермическое, тепловое и диффу-

зионное скольжение, скачки температуры и концентрации, а также скольжение, возникающее из-за неодно-

родности температуры вдоль искривленной поверхности частицы), реактивный эффект и вклад прямого 

влияния коэффициента испарения. Проанализированы вклады в полученные формулы для фотофореза уме-

ренно крупной высоковязкой капли сферической формы и рассмотрены предельные переходы к известным 

в литературе результатам. 

Заключение. Полученные формулы на основе гидродинамического подхода позволяют оценивать влияние 

прямого вклада коэффициента испарения и линейных поправок по числу Кнудсена на силу и скорость фото-

фореза умеренно крупной испаряющейся высоковязкой капли в бинарной газовой смеси. 
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Abstract 

Purpose of research. To obtain analytical expressions that allow calculating the strength and velocity of a moderately 

large, highly viscous droplet, taking into account the direct contribution of the evaporation coefficient, linear corrections 

by the Knudsen number and the reactive effect of a plane wave moving in the field of mono-chromatic radiation 

Methods. Methods of perturbation theory, gas kinetic methods, mathematical methods for solving linear partial differ-

ential equations with variable coefficients (the system of Stokes equations, Laplace and Poisson equations) were used. 

Results. In a quasi-stationary approximation, a theoretical description of the photophoretic motion of a moderately 

large evaporating highly viscous spherical droplet (there is no circulation of matter inside the droplet and interfacial 

surface tension forces) in a viscous binary gas mixture is carried out. A velocity-linearized system of Navi-Stokes equa-

tions and heat and mass transfer was solved. Expressions are obtained for the fields of mass velocity, pressure, tem-

perature and the relative numerical concentration of the first component. The strength and speed of photophoresis of 

a highly viscous droplet was determined by integrating a stress tensor over the surface of the particle. Under boundary 

conditions on the surface of a highly viscous droplet, linear corrections in terms of the Knudsen number (isothermal, 

thermal and diffusion slips, temperature and concentration jumps, as well as sliding due to temperature inhomogeneity 

along the curved surface of the particle), the reactive effect and the contribution of the direct influence of the evaporation 

coefficient were taken into account. The contributions to the obtained formulas for the photophoresis of a moderately 

large highly viscous droplet are analyzed and the preliminary transitions to the results known in the literature (moder-

ately large and large solid particles of spherical shape) are considered  

Conclusion. The obtained formulas based on the hydrodynamic method allow us to evaluate the effect of the direct 

contribution of the evaporation coefficient and linear corrections by the Knudsen number on the strength and speed of 

photophoresis of a moderately large evaporating highly viscous droplet in a binary gas mixture. 
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*** 

Введение 

Под фотофорезом понимается движе-
ние взвешенных аэрозольных частиц в га-
зообразных средах в поле плоской волны 
монохроматического излучения [1].  

С математической точки зрения фото-
форез является сложной задачей, состоя-
щей из электродинамической, тепловой и 
газокинетической. Это явление широко 
используется как в природе, так и в про-

мышленности, медицине, гидрометеоро-
логии, сельском хозяйстве и т. д. Откры-
ваются все новые и новые области приме-
нения и приложения этого явления, напри-
мер: влияние фотофоретического воздей-
ствия на коагуляцию рассмотрено в [2], 
использование метода конечных элемен-
тов для расчета скорости фотофореза рас-
смотрено в работе [3], особенности фото-
фореза при значительных перепадах тем-
пературы в окрестности частицы рассмот-
рено в работе [4], временная зависимость 
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фотофоретической силы, оптически инду-
цируемой при поглощении частиц в воз-
духе с помощью модулированного по 
мощности излучения исследовалась в ра-
боте [5], влияние нагрева поверхности на 
совместный фото- и термофорез рассмот-
рено в [6], фотофоретическая левитация 
нанокартонных пластин в [7], фото-термо-
и диффузиофорез крупных аэрозольных 
частиц в [8], фотофорез в режиме со 
скольжением в [9], возможность исполь-
зования фотофореза в левитирующих дат-
чиках в стратосфере [10],  оптический эф-
фект Магнуса исследовался в [11], влия-
ние теплообмена на фотофорез нагретой 
крупной твердой аэрозольной частицы в 
[12], возможность создания сверхстабиль-
ной трехмерной фотофоретической ло-
вушки рассмотрено в работе [13].  

Материалы и методы 

В неограниченную неподвижную вяз-
кую несжимаемую бинарную газовую 
смесь помещается умеренно крупная лету-
чая высоковязкая капля. Классификация 
взвешенных в газообразной среде частиц 
применяют критерий Кнудсена (Kn). В 
нашем случае умеренно крупной счита-
ется частица, если выполняется неравен-
ство 0,1 Kn 0, 3   [14; 15].   

Капля находится в поле плоской 
волны монохроматического излучения 
интенсивностью I0. Энергия электромаг-
нитного излучения, поглощаясь в объеме 
частицы, переходит в тепловую энергию. 
Это приводит к неоднородному нагреву 
поверхности частицы. Газ, взаимодей-
ствуя с неоднородно нагретой поверхно-
стью, начинает двигаться вдоль поверхно-
сти в направлении возрастания темпера-
туры. Это явление называется тепловым 
скольжением газа, и оно вызывает появле-
ние фотофоретической силы. Под дей-
ствием фотофоретической силы частица 
начинает двигаться. Наряду с фотофоре-
тической силой на частицу действует сила 
вязкого сопротивления среды. Когда обе 

эти силы уравновешиваются по величине, 
частица начинает двигаться равномерно с 
постоянной скоростью, которую назы-
вают фотофоретической скоростью. 

Пусть 1 1 / eС n n  и 2 2 / eС n n  – отно-

сительные числовые концентрации ком-
понентов газовой смеси, где 1 2en n n  – 

полное количество молекул в единице 
объема смеси 1 1 1n m  , 2 2 2n m  ; 

1 2e    ; 1 1,m n  и 2 2,m n  – масса и чис-

ленная концентрация молекул первого и 
второго компонентов смеси. Будем счи-
тать, что первый компонент C1  по своему 
физико-химическому составу совпадает с 
веществом жидкой капли, а второй компо-
нент C2 является основным (несущим).  

Индексы «e» и «i»  относятся к бинар-
ной смеси и капле; индексом  «S» обозна-
чены значения физических величин, взя-
тых при средней температуре поверхно-
сти капли и индексом « » – физические 
величины, характеризующие газовую 
среду вдали от капли. 

Предполагается диффузионный ре-
жим испарения капли 1 2C C≪  (основное 

влияние на процесс тепломассопереноса в 
окрестности капли определяется молеку-
лярной диффузией [16]). Капля сохраняет 
сферическую форму, и радиус капли с те-
чением времени изменяется незначи-
тельно. 

Ось O z  направлена в направлении  
вектора интенсивности электромагнит-
ного поля. Задача решается в сферической 
системе координат , ,r   ,  начало кото-
рой совпадает с центром масс испаряю-
щейся капли. Распределения скоростей,  
давлений,  относительных концентраций и 
температур обладают аксиальной симмет-
рией относительно оси O z .  

Система координат, связанная с кап-
лей, позволяет считать ее неподвижной, а 
внешнюю среду (газ) – движущейся со 
скоростью U  в противоположную сто-
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рону фактического ее движения. Эту ско-
рость в литературе называют скоростью 
фотофореза, будем ее обозначать как 

phU  

(
phU   U , U || O z ). 

В статье решается следующая си-
стема газодинамических уравнений [16], 
описывающая распределение полей мас-
совой скорости eU  и давления eP , полей 

температур ,e iT T  и относительной число-

вой концентрацией первого компонента 

1C :  

   div 0,e e eP ,   U U             (1) 

0,     0,     .i
e i i

i

q
T C T      


      (2) 

Вдали от испаряющейся капли 
( y   ) справедливы стандартные условия 

обтекания: 

eU U zn ,   eT T ,  1 0C C , 

eP P ,  U  |U |,              (3) 

а также учтены стандартные условия, вы-
ражающие конечность физических вели-
чин, характеризующих высоковязкую 
каплю при 0y   

iT   ,                        (4) 

Ниже приведем граничные условия 
на поверхности капли  (y = 1) и поясним 
их физический смысл:  

2
( ) 1 1

2 12 0e e
r

e

n m C
n U D

R y


 

 
, 

2
( ) 2 1

1 12
e e

r

e

n m C
n U D

R y


 

   
( ) *

0 1 1 1
H

e s s i
n C C T C        ,      (5) 

   

( ) (0)

(0) 12 11 1 ;

e e
m r TS

e

e
RT DS RC

U С KnП K
RT

T D C
Kn K Kn

R

 


  

 
   

 
(6) 

1T ne
e i T T e

T C
T T Kn K K T

y y

  
     

;      (7) 

 

1 0

( ) 4 4
1 1 1 0 1 ;

e i
e i e

H *

s s i i

T T
Lm R n

y y

C C T C R T T

 
      

 

        

  

(8)

 

( ) ( )
( ) *1 1
1 1

1
;  ;

i S i S

H H
H s s
s s

e e iT T T T

n n
C C

n n T
 


 


  

 1/ (2 )B ek T m   ;  /y r R ;  

( ) ( )( )1
П ,

e ee

r
r

U UU

y y y

 


  
     

 

где ( )e

rU , ( )
θ

eU – компоненты массовой ско-

рости eU ; величина 0C  определяется через 

численные концентрации 1 2,n n ; zn  – еди-

ничный вектор в направлении оси O z ; 

0  постоянная Стефана – Больцмана; 

1  интегральная степень черноты; e 

коэффициент кинематической вязкости; 
L  удельная теплота испарения жидко-
сти;    одна четвертая средней арифме-

тической скорости теплового движения 
газовых молекул первого сорта [17]; Bk   

постоянная Больцмана; ( )
1 ( )H

s iSn T  насы-

щенная концентрация молекул первого 
компонента бинарной газовой смеси; mC , 

(0)
TSK , (0)

DSK  коэффициенты изотермиче-

ского, теплового и диффузионного сколь-
жений;  RT RС,   – коэффициенты сколь-

жения, возникающие из-за неоднородно-
сти температуры вдоль искривленной по-
верхности.  

Все вышеперечисленные газокинети-
ческие коэффициенты определяются из 
решения в слое Кнудсена уравнения  
Больцмана [18] и при коэффициентах  
аккомодации по энергии [19] и танген- 
циального импульса [20] равных едини- 
цы: (0) 1,152TSK  ; 1,131mС  ; (0) 0,3DSK  ;  

2,179T

TK  ; 3,731RT   [18–20];  ( )
1

e

rn U , 
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( )
2

e

rn U , 
2

2 1
12

e

e

n m C
D

R y


 

, 
2

1 1
12

e

e

n m C
D

R y




 
ради-

альные конвективные и радиальные  
диффузионные потоки соответствующих 
компонентов. Невозмущенные параметры 
( , )T P   наблюдаются в месте нахождения 

геометрического центра капли при ее  

отсутствии; 0
0

4 k k
i k

s

n a
q I B

n


 


объемная 

плотность внутренних источников тепла, 
неоднородно распределенных внутри 
капли, k k km n ia    комплексный пока-

затель преломления капли [21]; sn   пока-

затель преломления среды; 0 0, I   длина 

волны и интенсивность падающего излу-
чения, kB   функция координат, рассчи-

тываемая по теории Ми [22]. 
Первые краевые условия (5) описы-

вают радиальные потоки массы – условие 
непроницаемости для второго компонента 
и непрерывность для первого с учетом  
испарения. Здесь следует отметить, что, 
опираясь на статистический подход,  
определяется радиальный поток молекул 
пара, который по величине равен 

 ( )
0 1 1

1

s

e
y

n C C


   [17], где ( )
1

sC   насы-

щенная относительная числовая концен-
трация первого компонента, которая зави-
сит от средней температуры поверхности 
капли iST , т. е. степени нагретости капли. 

Это означает, что ( ) ( )
1 1 ( )s s

iS
C C T  можно 

разложить в ряд по малому параметру  ε,  
с удержанием линейных поправок. Таким 
образом, получаем ( ) ( ) *

1 1 1
s H

s s i
C C C T   , где 

iT  находится из граничных условий на 

поверхности капли; в условии (6) учиты-
ваются изотермическое, тепловое и диф-
фузионное скольжения и поправки на кри-
визну поверхности капли, пропорцио-
нальные соответственно коэффициентам 

mC , (0)
TS

K , (0)
DS

K ,  RT RС,  . Скачок темпера-

туры у поверхности капли за счет гради-

ента температуры пропорционально коэф-
фициентам T

T
K и n

T
K  учтен в (7) и в (8) 

учтена непрерывность радиального по-
тока тепла с учетом тепла, идущего на фа-
зовый переход и излучение.  

В задаче имеется малый параметр 
Re ( ) / 1e eRU    ≪ . В статье огра-

ничимся нахождением полей скорости, 
давления, температур и относительной 
числовой концентрации первого компо-
нента до первого порядка малости по 
этому параметру. 

Результаты и их обсуждение 

Чтобы найти выражения для фотофо-
ретической силы и скорости, необходимо 
решить уравнения гидродинамики и теп-
ломассопереноса. Ограничившись пер-
вым порядком малости по ε, имеем следу-
ющие выражения для полей массовой ско-
рости eU  и давления eP , полей температур 

,e iT T  и относительной числовой концен-

трации первого компонента 1C , удовле-

творяющие краевым условиям (3) – (4):  

( ) 1 2
3

( , ) cos 1e

r

A A
U y U

y y


 
     

 
; 

2
2

( , ) cose e

U A
P y P

R y


    ; 

( ) 1 2
3

( , ) sin 1
2 2

e A A
U y U

y y
 

 
      

 
; 

0 1( , ) ( ) ( , )i i it y t y t y     ; 0
0 ( ) 1et y

y


  ; 

0 0
0 0 0

1 1

( )1
( ) ( )

y y

i

H y
t y B y dy dy

y y y


      ; 

0 1( , ) ( ) ( , )e e et y t y t y     ; 

1 13 i

R
H J

T




;  /e et T T ;  /i it T T , 

1 10 11( , ) ( ) ( , )С y С y С y     , 
2

0 03
i

R
H J

T 

 ; 1
1 2
( ) cos et y,

y


   , 

0
10 0( )

M
C y C

y
  ;  1 13 i

R
H J

T




, 
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0

1
i

V

J q dV
V

  ;  x = cos θ; 

1

1
1 2

1
12 2

1 1

( )

cos ;
( )1 1

( )
3

i

y y

t y,

H
B y

y

y
y dy y y dy

y y

 

   
 

          
 

 

12
2

0

1

( )
2 i

i

R
y y q dx

T



 

  
  ;  1

1
i

V

J q z dV
V

  ; 

12
2

1

1

3
( )

2 i

i

R
y y q x dx

T



 

  
  ; 

1
1 2
( ) cos

M
C y,

y
   ,    34

3
V R  ,       (9) 

где i

V

q z dV   дипольный момент плотно-

сти тепловых источников [23]; cosz r  , 
2 sindV r drd d    . Интегрирование ве-

дется по всему объему частицы. 
Среднее значение температуры по-

верхности капли iS iST T t  определяется 

из решения следующей системы уравне-
ний: 

 

 

0 0

( )
1 0 12 0

0 2
0

12
0 2

2
( )0 1 0

0 0 0 1

3
4

0 1
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;
1

3

1 ,

T n

eS iS T n eS

H e TD
S

eS

e

He e
S

i e e

iS

e

t t Kn K K t M

n K
C C D

R n t
M

n
D

R n

R J n m R
L C M C

T T
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t

 



    

     
 
   
            

  
 

  

где 0 ( 1)eS et t y  ,  0( 1)iS it t y  .   

Общая сила, действующая на уме-
ренно крупную высоковязкую каплю, по-
лучается в результате интегрирования 
тензора напряжений по ее поверхности 
[16] и определяется из выражения  

 
 



θ

2

cos cos sin

         sin ,

e rr r

S

z

P

r d d


     



   

F

n

  

(10)

 

где σrr, σrθ  – компоненты тензора напря-
жений [16]; 

2
( e )

r
rr e

U

y


  


; 

( ) ( )( )1e ee

r
r e

U UU

y y y

 


  
        

. 

Вычисляя интеграл (10), находим вы-
ражение для силы F : 

F 24 eR U A    zn .             (11) 

После определения постоянной инте-
грирования 2A  из граничных условий на 

поверхности капли (5) – (8), с учетом вы-
ражений (9), получаем, что  результирую-
щая сила F  складывается из силы вязкого 
сопротивления среды  μF  и  фотофорети-

ческой  силы 
phF :  

F = F +
phF ,                 (12)  

где F 6 eR f U    zn ;  

ph
F 16 e phR f J    zn ;  
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 2 01 2 T n

T T
Kn K K M    ; 

23
3 1

1 0 1 12 1
1 2

1 4 2 *e
eS S

i i

m nRT
t L D C

a n

     
 

.   

Для нахождения скорости равномер-
ного прямолинейного движения ставим 
условие 

F = 0,  

и из формулы (12) получаем 

ph
U 1  phf

J
f

zn .             (13) 

Выражения (12), (13) позволяют оце-
нить относительный вклад прямого влия-
ния коэффициента испарения на силу и 
скорость фотофореза, а также влияние ре-
активного эффекта и линейных поправок 
по числу Кнудсена. 

Рассмотрим подробнее выражения 
(12), (13), т. е. коэффициент phf . Это поз-

воляет исследовать некоторые частные 
случаи фотофоретического движения, вы-
текающие из  формул (12) и (13). Если на 
поверхности частицы отсутствует фазо-
вый переход, то 0 10 0,*

S, C   0L ,

12 0D  , и тогда имеем 

 
 

(0) 12 1

3 1 3
RTe

ph TS*

i eS m

Kn
f K

T t C Kn




  
; 

3
3

0 11 2 4* e
eS

i i

RT
t

     
 

 ,   

получаем формулу, позволяющую описы-
вать фотофорез твердой умеренно круп-
ной частицы. Если (12) и (13) положить  
Kn = 0, то они переходят в известные фор-
мулы для силы и скорости фотофореза 
крупной твердой частицы [22].   

Видим, что коэффициент 
phf  пред-

ставляется в виде суммы трех слагаемых. 
Каждое из этих слагаемых влияет не 
только на величину силы и скорости фото-
фореза, но и на направление фотофорети-
ческого движения капли. Первое слагае-
мое пропорционально коэффициенту теп- 

лового скольжения (0)
TSK . Это означает, 

что испаряющаяся капля стремится дви-
гаться в сторону падения температуры во 
внешней среде, т.е. из области с более вы-
сокой температурой в область с более низ-
кой температурой; второе слагаемое про-
порционально коэффициенту диффузион-
ного скольжения (0)

DSK . Коэффициент 
(0)
DSK  по знаку может быть как положи-

тельным, так и отрицательным. Если 
имеет место неравенство 1 2m m , то 

(0) 0DSK  . В противном случае (0) 0DSK  . Та-

ким образом, в зависимости от масс ком-
понентов бинарной смеси капля может 
двигаться как в сторону роста, так и в сто-
рону падения температуры; третье слагае-
мое связано с фазовым переходом и опи-
сывает действие реактивной части им-
пульса на каплю. Температурная зависи-
мость относительной концентрации насы-
щенных паров летучего вещества капли (

1
*

SC ) в объеме газовой смеси вызывает не-

равномерное испарение вдоль границы 
конденсированной фазы и, как следствие,  
реактивный эффект.  

Следует также отметить, что выра- 
жения, пропорциональные коэффици- 
ентам (0)

TSK , (0)
DSK  и реактивному эффекту,   

умножаются соответственно на 
 1 KnRT ,  1 KnRC ,  1 6 KnmC  и на 

2 0Φ 1 Kn(2 )T n

T TK K M   , т. е. учитыва-

ется влияние линейных поправок по числу 
Кнудсена на силу и  скорость фотофореза. 
Поскольку эти коэффициенты по знаку 
могут быть различны (в зависимости от 
выбранной модели (БГК-модель, S-мо-
дель и т. д.), выбранных пробных функ-
ций, при определенных соотношениях ко-
эффициентов скольжений и скачков, варь-
ирование значений коэффициентов акко-
модации импульса и энергии и т. д.), то 
может возникнуть так называемый «отри-
цательный» фотофорез. Аналогичная си-
туация имеет место и для термофореза 
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умеренно крупных аэрозольных частиц 
[24].  

Для высокотеплопроводных уме-
ренно крупных испаряющихся капель 
(при i  ) видим, что фотофорез  прак-

тически отсутствует, т. е. 0phf  , что 

подтверждается в экспериментах.   
Как видно из формул (12) – (13), 

ph
F , 

phU  пропорциональна дипольному мо-

менту плотности тепловых источников 

i

V

q z dV . При прочих равных условиях 

высоковязкая капля может двигаться как в 
направлении падающего излучения (ди-
польный момент отрицательный), так и 
навстречу ему (дипольный момент в этом 
случае положительный).   

Интенсивность плоской волны моно-
хроматического излучения влияет на ве-
личину тепловых источников, которые не-
однородно размещены в объеме капли,  
что влияет соответственно на величину 
силы и скорости фотофореза. При увели-
чении величины интенсивности послед-
ние возрастают линейно.  

Из (13) видно, что величина 
ph

U  про-

порциональна 1

1
i

V

J q z dV
V

  . Следова-

тельно, с увеличением радиуса высоковяз-

кой капли ( 34

3
V R  ) скорость фотофо-

реза уменьшается обратно пропорцио-
нально 3R , что согласуется с эксперимен-
том.  

Выводы 

В квазистационарном приближении в 
поле плоской волны монохроматического 
излучения интенсивности I0 при малых 
числах Рейнольдса и Пекле проведено 
теоретическое описание движения уме-
ренно крупной испаряющейся высоковяз-
кой капли сферической формы в вязкой 
бинарной газовой смеси с фазовым пере-
ходом одного из компонентов на поверх-
ности конденсированной фазы. Получен-
ные выражения для силы и скорости фото-
фореза позволяют учесть прямой вклад 
влияния коэффициента испарения, линей-
ные поправки по числу Кнудсена и реак-
тивный эффект.  
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