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Резюме 

Цель. Демонстрация возможности повысить силу притяжения между соосными кольцами из магнитомяг-
кого ферромагнетика за счёт профилирования их обращённых друг к другу кромок. 
Методы. В рамках магнитостатики выполнен численный расчёт распределения магнитного поля в си-
стеме двух соосных колец из магнитомягкого ферромагнетика в условиях, когда к этой системе приложено 
однородное магнитное поле, направленное параллельно оси колец. Такая конструкция является прототи-
пом мягкого захвата или манипулятора для робототехники. На основании расчёта поля определена сила 
взаимного притяжения колец. На конкретном примере рассмотрены преимущества системы из колец, у 
которых обращённые друг к другу кромки профилированы (заострены) по сравнению с её аналогом, в кото-
ром кольца имеют прямоугольные кромки. 
Результаты. Показано, что заострение кромок позволяет получить заметный выигрыш в величине силы 
взаимного притяжения. Определены зависимости указанной силы от расстояния между кольцами и от сте-
пени заострения кромок: замена прямоугольного профиля на трапециевидный. Найдено, что преимущества 
профилированной системы проявляются только в определённых интервалах соответствующих парамет-
ров. Так, заострение даёт кратный выигрыш в силе притяжения при узком межкольцевом зазоре (его ши-
рина должна быть много меньше толщины стенки кольца), но проигрывает стандартной системе, если 
кольца разделены расстоянием порядка их радиуса и более. Зависимость силы притяжения от степени 
заострения (отношение размеров верхнего и нижнего оснований трапеции) имеет немонотонный харак-
тер. При небольшом заострении кромки эта функция быстро растёт, но затем проходит через максимум 
(положение которого зависит от магнитной восприимчивости материала колец) и начинает падать, когда 
профиль кромки приближается к треугольному. 
Вывод. Полученные результаты позволяют оптимизировать силовое взаимодействие в рассмотренной 
системе. Важно отметить, что профилирование колец не только увеличивает силу взаимного притяжения 
колец, но и уменьшает количество магнитного материала в конструкции. 
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Abstract 

Purpose. Demonstration of the way to enhance the attraction force between coaxial rings made of a magnetically soft 
ferromagnet by way of profiling their edges facing each other. 
Methods. In the framework of magnetostatics numerical calculation is carried out for a system of two coaxial rings 
made of a magnetically soft ferromagnet under conditions when the system is subjected to a uniform magnetic field 
directed along the rings’ axis. Such a design prototypes a soft gripper for robotics. On the basis of the found out field 
distribution, the force of mutual attraction is evaluated. Using a particular example, the advantages of a system where 
the ring edges facing each other are profiled (tapered) are considered in comparison with the its analog where the rings 
have rectangular edges. 
Results. In is shown that tapering of the edges enables one to acquire a notable gain with respect to the attraction 
strength. The dependences of the force of the force are calculated on the inter-ring distance and on extent of tapering 
of the edges: replacement of the rectangular shape by a trapezoid one. It is found that the advantages of the tapered 
system take place only in certain intervals of the respective parameters. For example, tapering entails an order of 
magnitude enhancement provided that inter-ring gap is sufficiently narrow (much smaller than the thickness of the ring 
wall) but it loses to a standard system all its advantage when the rings are separated by a distance of the order of their 
radius or greater. The dependence of the attraction force on the extent of tapering (the ratio of the upper and lower 
bases of the trapezium) is non-monotonic. Under a weak tapering, this function grows rapidly, then it passes a maxi-
mum (its position depends on the magnetic susceptibility of the ring material) and afterwards goes down when the 
profile of the edge approaches triangular shape. 
Conclusions. The obtained results enable one to optimize the force interaction in the system under consideration. It 
is worth noting that the profiling not only augments the mutual attraction force but as well reduces that amount of 
magnetic material required for the construction. 

Keywords: magnetomechanics; magnetostatic forces; finite-element method; prototype of an actuator; valve; design 
optimization. 
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Введение 

Для того чтобы между намагничен-
ными телами возникли силы, стремящиеся 
сместить их центры масс, магнитные поля, 
создаваемые этими объектами, должны 
быть пространственно неоднородны. Это 
утверждение очевидно для притяже-
ния/отталкивания между постоянными 
магнитами, поскольку каждый из этих 
объектов несёт собственный магнитный 
момент, т. е. создаёт вокруг себя поле 
независимо от того, в каком окружении 
находится. Но это также справедливо и 
для случая намагничивающихся тел, кото-
рые в отсутствие внешнего поля магнит-
ными моментами не обладают. Последние 
появляются у таких объектов лишь в ре-
зультате индукции, т. е. под действием по-
лей сторонних источников. Поэтому маг-
нитостатические силы между телами с ин-
дуцированными магнитными моментами 
существуют только до тех пор, пока име-
ется внешнее поле, и обращаются в нуль 
при его исчезновении; это относится к 
ферромагнитным металлам и сплавам [1] 
и к ферродиэлектрикам, монолитным [2] и 
композитным [3]. 

Подчеркнём, что для появления сил 
притяжения/отталкивания неоднородное 
поле должен создавать каждый из объек-
тов рассматриваемой системы, причём эти 
объекты должны иметь сопоставимые раз-
меры. В тех случаях, когда магнитный 
объект I несоизмеримо меньше, чем маг-
нитный объект II (классический пример – 
стрелка компаса в поле Земли), то в мас-
штабе объекта I поле объекта II оказыва-
ется с высокой точностью простран-
ственно-однородным. В этой ситуации 
сила, действующая на центр масс объекта 
I, отсутствует, и всё действие внешнего 
поля сводится к возникновению момента 
сил, стремящегося развернуть магнитный 
момент объекта I параллельно направле-
нию внешнего поля; с магнитным момен-
том поворачивается и сам объект. Таким 

образом, в системе тел, соизмеримых по 
размерам, магнитные силы провоцируют 
и трансляционные, и ориентационные 
смещения, однако при большой разнице в 
размерах действие (квазиоднородного) 
поля на меньший объект сводится только 
к поворотам последнего, его центр масс 
остаётся неподвижным. Эти общие магни-
тостатические соображения приведены 
здесь по той причине, что они имеют пря-
мое отношение к предмету настоящей ра-
боты. 

Поскольку, как указано, основу маг-
нитостатического силового взаимодей-
ствия составляют градиентные поля [4], то 
для устройств, в которых используются 
эти силы, или же там, где они возникают 
как сопутствующий эффект, важна гео-
метрия магнитов и их взаимное располо-
жение [5]. Очевидно, что максимизация 
силы (при минимальном весе узла) явля-
ется целью при проектировании: в робото-
технике – захватов [6] (в том числе про-
граммируемых [7]) и манипуляторов  
[8], в системах передачи энергии [9] и дру-
гих подобных магнитомеханических 
устройствах. Минимизация же магнитных 
сил требуется в многоэлементных магнит-
ных системах, где механические усилия 
играют отрицательную роль. Например,  
в матрицах магнитной памяти для 
устройств хранения информации [10] или 
в магнитных экранах [11]. Отдельно отме-
тим вопрос о предотвращении травм, ис-
точниками которых являются силы, дей-
ствующие на протезирующие кольца в 
кардиосистеме пациента при выполнении 
МРТ [12]. 

В настоящей работе рассматривается 
система, где увеличение силы притяжения 
магнитов является положительным эф-
фектом. Численное моделирование вы-
полнено для системы, состоящей из соос-
ной пары одинаковых колец из намагни-
чивающегося материала: магнитомягкого 
ферромагнетика или феррита. Эта кон-
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струкция (рис. 1) может служить прототи-
пом захвата/прижима (gripper) или затвора 
в зависимости от того, предполагается ли 
приближать кольца друг к другу лишь на 
конечное расстояние или же приводить их 
в плотный контакт. Кольца находятся в 
«вилке» из упругого материала, а эффект 
захвата обеспечивает однородное магнит-
ное поле, направленное поперёк направля-
ющих «вилки». Из-за того, что материал 
колец является магнитомягким (намагни-
чивается без гистерезиса), взаимное при-
тяжение колец возникает только в присут-
ствии внешнего поля. При включении 
поля концы направляющих «вилки» сбли-
жаются тем сильнее, чем ниже упругость 

их материала, и возвращаются в исходное 
положение, когда поле выключается. 

Материалы и методы 

Схематизация и постановка задачи 
Кольцевая геометрия элементов пары 

представляется одним из достаточно вы-
годных вариантов конструкции, посколь-
ку наличие прямоугольных (в сечении) 
кромок (именно там сосредоточены гради-
ентные поля) гарантирует появление сил 
притяжения между кольцами. Обозначе-
ния геометрических параметров задачи 
для случая правильных круговых колец,  
т. е. полых цилиндров, показаны на ри-
сунке 1 (правая панель). 

                  

Рис. 1. «Вилка» из пары намагничивающихся колец: слева – схематический вид (для наглядности 

несущие стержни сделаны полупрозрачными); справа – выбор геометрических параметров 

для расчёта  

Fig. 1. A “fork” structure hosting two magnetizable rings: left – schematic view (for clarity, the supporting 

rods are made semi-transparent); right – the choice of geometry parameters for the calculation 

 

Целью настоящей работы является 
демонстрация возможности увеличить 
силу притяжения между кольцами и при 
этом уменьшить количество магнитного 
материала, пошедшего на их изготовле-

ние. Выигрыш достигается за счёт измене-
ния («заострения») профиля поверхности 
на тех границах колец, которыми они  
обращены навстречу друг другу. Эту кон-
фигурацию показывает рисунок 2. В каче-
стве примера рассматривается пара колец, 
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у которых с обращённых друг другу 
навстречу краёв сняты фаски так, что в се-
чении край имеет форму равнобедренной 
трапеции с боковыми сторонами длины s 
(см. рис. 2, вставка). 

Материал колец предполагается пол-
ностью магнитомягким с изотропной 
начальной восприимчивостью χ; диапазон 
полей, для которого производится расчёт, 
не захватывает участок насыщения, по-
этому намагниченность представляется 

линейным соотношением ���⃗ = χ	��⃗ , где 	��⃗  – 
поле внутри тела кольца. Главная вычис-
лительная трудность задачи – необходи-
мость расчёта полного распределения 
внутреннего поля, поскольку инженерные 
формулы, использующие понятие эффек-
тивного размагничивающего фактора, не 
обладают достаточной точностью даже 
для правильных колец [13]; тем более они 
непригодны для случая колец с суженным 
краем.

 

Рис. 2. Схема осевого сечения системы из двух колец с заострёнными краями, обращёнными навстречу 

друг другу. Указаны обозначения геометрических параметров; фоном обозначена расчётная 

область осесимметричной задачи. На вставке показаны пропорции заострённого края кольца 

Fig. 2. Schematic of the axial cross-section of the set of two rings with tapered edges facing each other. 

Notations of the geometrical parameters are indicated; the shaded background outlines calculation 

region of the axisymmetric problem. In the inset the proportions of the tapered edge of the ring are 

presented

Базовые уравнения задачи 
Для описания магнитостатики в от-

сутствие токов воспользуемся стандарт-
ным представлением магнитного поля че-
рез скалярный потенциал ψ. Обозначая 

внешнее однородное поле через 	��⃗ �, имеем 

	��⃗ = 	��⃗ � − ∇ψ. Вектор магнитной индук-

ции внутри кольца определяется выраже-

нием ��⃗ = μ��	��⃗ + ���⃗ �, где ���⃗  – намагни-

ченность материала, который мы будем 
считать ферродиэлектриком. 

Уравнения Максвелла для рассматри-
ваемого случая имеют вид 

div ��⃗ = 0,    rot 	��⃗ = 0.         (1) 
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Условия, которым должны удовле-
творять магнитные векторы на границах 
раздела Γ магнитной (m) и немагнитной 
(nm) фаз  

��
(�)|" = ��

(#�)|",   	$
(�)|" = 	$

(#�)|". (2) 

Здесь нижние индексы обозначают 
нормальные и касательные компоненты 
соответственно. В терминах скалярного 
потенциала уравнения (1) и граничные 
условия (2) принимают форму 

Δψ = div ���⃗ ,   
    ψ(�)|" = ψ(#�)|",                (3) 

ψ|"&'( = 0,    )ψ(�)
)* −  )ψ(#�)

)* = ��, 
где Δ – оператор Лапласа, а Γ+,- – внешняя 
граница расчётной области, которая на ри-
сунке 2 показана штриховкой; она счита-
ется удалённой настолько, что магнитное 
поле, создаваемое на ней системой колец, 
пренебрежимо мало. 

Численное решение, т. е. определение 
пространственных распределений магнит-
ных векторов внутри и вне рассматривае-
мой системы, выполняется посредством 
минимизации энергетического функцио-
нала ℱ. В вариационной формулировке за-
дача (3) принимает вид 

δℱ = / ∇ψ ⋅ ∇1ψ 23
4 

− 

− 5 ���⃗ ⋅ ∇δψ 2346 = 0,            (4) 

где Ω – вся расчётная область, а Ω� – об-
ласть, занимаемая магнитным телом. 

Метод численного решения 
Осевая симметрия задачи суще-

ственно упрощает её решение: расчёт до-
статочно провести для одной четверти 
полной области, охватывающей систему; 
именно она показана на рисунке 2. 

Минимизация функционала ℱ выпол-
нялась методом конечных элементов сред-
ствами вычислительной платформы 
FEniCSx [14] при использовании цилин-
дрической системы координат (ρ, 9), ось 
которой направлена вдоль центральной 
оси колец. В этом представлении имеем 

ψ = ψ(ρ, 9),     23 = 2π ρ 2ρ 29.    (5) 

Для обеспечения достаточной точно-
сти результатов расчётная сетка (она схе-
матически показана на рисунке 3) имела 
повышенную плотность вблизи центра си-
стемы (область максимальных градиентов 
поля) и была разреженной на периферии.

 

Рис. 3. Фрагмент расчётной сетки, используемой в методе конечных элементов  

(заострённый край не показан: в масштабе графика эта деталь слишком мала) 

Fig. 3. A fragment of the calculational mesh used in the finite-element calculation (the tapered edge  

is not shown as this detail is too small in the scale of the plot) 
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Полученное распределение ψ(ρ, 9) 
позволяет найти магнитную энергию 
кольца: 

< = −πμ� 5 ���⃗ ⋅ 	��⃗ � ρ2ρ2946 ,    (6) 

���⃗ = χ�	��⃗ � − ∇ψ�. 
Для того чтобы найти силу, с которой 

намагниченные внешним полем 	��⃗ � кольца 
из магнитомягкого ферродиэлектрика 
притягивались друг к другу, выполнено 
численное дифференцирование получен-
ного массива данных согласно 

=(>) = ?<(> + ∆>) − <(>)A ∆>⁄ ,      (7) 

где > – расстояние между обращёнными 
друг к другу краями колец (см. рис. 2 и 3). 

Результаты и их обсуждение 

Пример численного расчёта распре-
деления поля вокруг системы колец иллю-
стрирует рисунок 4. На нём показаны си-

ловые линии поля магнитной индукции ��⃗  
(они непрерывны). Как видно, поля рассе-
яния (градиенты) сосредоточены в основ-
ном в межкольцевом зазоре, который и 
вносит решающий вклад в силовое взаи-
модействие колец.

 

Рис. 4. Пример расчёта методом конечных элементов распределения магнитной индукции для пары 

соосных колец. Параметры системы: ℎ = 5 мм; E = 10 мм; G = 5 мм; > = 2 мм; H = 0;  

магнитная восприимчивость χ = 50; приложенное поле направлено параллельно оси колец, его 

напряжённость 	� = 16 кА/м 

Fig. 4. An example of calculation, by way of finite-element method, of the distribution of the magnetic induction 

for a pair of coaxial rings. The system parameters are: ℎ = 5 mm; E = 10 mm; G = 5 mm; 

> = 2 mm; H = 0; magnetic susceptibility is χ = 50; the applied field with strength is 16 kA/m is 

directed parallel to the rings’ axis 

 

Выбор числовых параметров, исполь-
зовавшихся в расчёте, определялся следу-
ющими соображениями. Типичными при-
мерами магнитомягких ферродиэлектри-
ков являются никель-цинковые и марга-
нец-цинковые ферриты (марки НМ и НН в 
России) [15] и их зарубежные аналоги, 
например, MP Proterial [16], 310E и 312E 

Feroxcube [17]; сюда относятся и ферриты 
более сложных составов: на основе маг-
ния-меди-кобальта [18], никель-цинк-ко-
бальтовых [19], а также допированных 
цинком в комбинации с редкоземельными 
элементами [20]. Укажем диапазон полей, 
при которых намагниченность ферритов 
изменяется квазилинейно, напомним, что 
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внешнее поле 	��⃗ � связано c внутренним 	��⃗  

соотношением 	��⃗ = 	��⃗ � − ∇ψ. Грубая 
оценка, использующая понятие эффектив-
ного размагничивающего фактора J и ап-
проксимацию закона намагничивания 
формулой Фрёлиха – Кеннелли [1], позво-
ляет записать максимальное поле в виде 
	�∗ = J�L, где �L – намагниченность 
насыщения феррита. 

Полагая, что наружный диаметр 
кольца равен его высоте (2E = ℎ), полу-
чаем J M 0,3, что является заведомо зани-
женным значением по сравнению со слу-
чаем более плоских объектов. Тогда для 
феррита 200НН (число в названии марки – 
это значение относительной магнитной 
проницаемости μ = 1 + χ), для которого 
�L M 120 кА/м, получается 	�∗ M 36 кА/м, 
а для 2000НН с намагниченностью  
�L M 200 кА/м максимальное поле со-
ставляет 	�∗ M 60 кА/м. Результаты, кото-
рые приведены далее, рассчитаны при 
условии 	� ≪ 	�∗, т. е. в полях, где намаг-
ниченность следует линейному закону. 

С целью наглядно продемонстриро-
вать усиление взаимного притяжения ко-
лец с профилированными краями после 

ряда пробных расчётов мы представляем 
здесь ситуацию, когда внешний диаметр 
кольца и его высота фиксированы:  
E = 10 мм, G = 5 мм и ℎ = 5 мм. Варьи-
руемыми величинами являются: напря-
жённость внешнего поля 	�, зазор между 
кольцами > и размер H треугольной фаски, 
обеспечивающий сужение краёв колец, 
обращённых друг к другу (см. рис. 2). 

На рисунке 5 показана зависимость 
силы взаимного притяжения колец от 
напряжённости приложенного поля. По-
скольку в расчёте предполагается линей-
ный закон намагничивания, а сила притя-
жения пропорциональна �P, то кривые, 
представленные на рисунке 5, вполне 
ожидаемо имеют параболический про-
филь, при этом демонстрируя преимуще-
ство колец с заострёнными краями по 
сравнению с прямыми кольцами. Квадра-
тичная зависимость силы от приложен-
ного поля приводит к тому, что разница 
между силами взаимного притяжения ко-
лец с прямыми и профилированными 
кромками также нарастает с усилением 
поля.

 

Рис. 5. Зависимость силы взаимного притяжения колец от величины приложенного поля 

(параметры E, G, ℎ те же, что на рисунке 4; > = 1 мм) 

Fig. 5. Field dependence of the force of mutual attraction of the rings (parameters E, G, ℎ are the  

 same as in figure 4; > = 1 mm) 
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На рисунке 6 показана зависимость 
силы притяжения от расстояния между 
ближними кромками колец. Возрастание 
этой силы при сближении колец вполне 
ожидаемо. Однако при этом разница в ве-
личине силы между случаями колец с пря-
мыми и профилированными кромками 
оказывается чрезвычайно значительной. 
Так, при > = 0,25 мм кольца с заострённой 
кромкой притягиваются друг к другу при-
мерно в три раза сильнее. С другой сто-
роны, значение относительной проницае-
мости, как только выполняется условие 
χ ≫ 1, не слишком сильно влияет на вели-
чину силы. Действительно, отличие 
между χ в 40 раз приводит лишь к разнице 
в величине магнитной силы не выше 20%. 

Профилированные кольца теряют 
преимущество в силе притяжения, когда 
расстояние между ними увеличивается. 

На это указывает инверсия в расположе-
нии соответственных кривых на рисун- 
ке 6: на его правом краю кривая, соответ-
ствующая кольцам с H R 0, оказывается 
ниже, чем кривая для H = 0, и это разли-
чие нарастает с увеличением >, т. е. уже на 
умеренном удалении (>~3 мм) прямые 
кольца притягиваются относительно силь-
нее, чем профилированные. Возникающее 
пересечение кривых =(>) имеет простое 
объяснение. В самом деле, на большом 
расстоянии (G ≫ ℎ) кольца должны взаи-
модействовать как точечные диполи в 
конфигурации «голова–хвост», и вели-
чины их магнитных моментов можно оце-
нить как произведение намагниченности 
на объём �3. Объём профилированного 
кольца меньше за счёт снятой фаски, и 
именно поэтому сила притяжения колец с 
H = 0 оказывается выше. 

 

Рис. 6. Зависимость силы взаимного притяжения колец от величины зазора между ними 

(параметры E, G, ℎ те же, что на рисунке 4; приложенное поле 	� = 16 кА/м) 

Fig. 6. Inter-ring gap dependence of the force of mutual attraction of the rings (parameters E, G, ℎ  

are the same as in figure 4; applied field strength is 16 kA/m) 

Эффект усиленного притяжения, про-
демонстрированный на рисунке 6, детали-
зирует рисунок 7. На нём приведены зави-
симости силы притяжения колец с профи-
лированными кромками от параметра за-
острения H. Как следует из рисунка 3, при 

заданных размерах рассматриваемой си-
стемы H = 2,5 мм означает, что кромки ко-
лец не имеют плоской части, их грани 
наклонены под ±45° к оси системы и смы-
каются, образуя 90°-грань (гребень). 
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Рис. 7. Зависимость силы взаимного притяжения колец от степени заострения кромки 

(параметры E, G, ℎ те же, что на рисунке 4; приложенное поле 	� = 16 кА/м) 

Fig. 7. The effect of tapering on the force of mutual attraction (parameters E, G, ℎ are the same  

as in figure 4; the applied field strength is 16 kA/m) 

 

Как показывает рисунок 7, на началь-
ном участке рост s увеличивает силу при-
тяжения по сравнению со случаем прямых 
колец (s = 0). Это приращение оказыва-
ется достаточно значительным: ~50% при 
относительно широком зазоре (l = 1 мм) и 
~150% при узком (l = 0,2 мм). Однако ни в 
одной из рассмотренных ситуаций случай 
гребня не является оптимальным: макси-
мум силы притяжения всегда соответ-
ствует кромке, имеющей трапециевидный 
профиль, подобный изображённому на 
вставке к рисунку 3. Конкретное значение 
оптимального параметра заострения s, как 
свидетельствуют кривые на рисунке 7, за-
висит и от магнитных свойств системы, и 
от её геометрических пропорций. 

Выводы 

На конкретном примере рассмотрено 
силовое взаимодействие двух одинаковых 
соосных колец из магнитомягкого ферро-

магнетика, находящихся во внешнем од-
нородном поле, параллельном оси си-
стемы. В предположении о линейном за-
коне намагничивания выполнен деталь-
ный численный расчёт распределения 
магнитных полей в системе. Из этих дан-
ных найдена сила взаимного притяжения, 
развиваемая кольцами, кромки которых 
профилированы в форме равнобедренной 
трапеции, размер верхнего основания ко-
торой является изменяемым параметром. 
Показано, что по сравнению со случаем 
колец с прямоугольным профилем кромки 
конструкция с «заострёнными» кромками 
может дать существенный выигрыш в 
силе притяжения и при этом требует мень-
шей массы магнитного материала. Пока-
зано, что главные преимущества такой 
конструкции проявляются при малом за-
зоре между кольцами. 

Отметим, что выполненный расчёт 
является частным примером использова-
ния разработанного программного кода. 
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Последний позволяет рассчитывать рас-
пределение магнитного поля в системе со-
осных колец при любых значениях гео-
метрических параметров системы. При 

необходимости код может быть расширен 
для рассмотрения случаев несимметрич-
ного профиля кромок и нелинейного за-
кона намагниченности ферромагнетика. 
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