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Резюме 

Цель. Исследование зависимости термического модуля упругости двухкомпонентной магнитной жидкости 
от величины напряженности магнитного поля, частоты внешнего возмущения и объемной концентрации 
магнитных частиц. 
Метод исследования основан на кинетической теории жидких систем. На основе ранее построенных кине-
тических уравнений для одночастичной и двухчастичной функций распределения и микроскопического вы-
ражения вектора потока тепла получено явное динамическое выражение термического модуля упругости 
магнитных жидкостей. В быстропротекающих процессах в жидкостях перенос тепла протекает волнооб-
разно и их распространение аналогично распространению второго звука в гелии II. Термический модуль 
упругости в жидкостях проявляется при высоких частотах и обеспечивает распространению второго 
звука. Выражение термического модуля упругости состоит из потенциальной и кинетической частей, учи-
тывающих соответственно структурные и трансляционные релаксационные процессы. Для исследования 
термоупругих свойств магнитных жидкостей для каждой подсистемы выбраны соответствующие выра-
жения потенциальных энергий взаимодействия, позволяющие провести численные расчеты. 
Результаты. Проведены численные расчеты частотной и концентрационной зависимости динамического 
термического модуля упругости при наличии внешнего магнитного поля в магнитной жидкости на основе 
керосина. Результаты расчетов показывают, что увеличение воздействия внешнего возмущения приво-
дит к нелинейному возрастанию термического модуля упругости в магнитной жидкости. Рост объемной 
концентрации магнитных частиц и увеличение значения напряженности магнитного поля также привели к 
нелинейному возрастанию термического модуля упругости в магнитной жидкости. 
Заключение. Установлено, что вследствие учета трансляционной и структурных релаксационных про-
цессов область частотной дисперсии термического модуля упругости получается широкой. Проведенные 
численные расчеты при различных значениях внешнего магнитного поля и объемной концентрации магнит-
ных частиц показали, что хотя увеличение магнитного поля и концентрации магнитных частиц приводит 
к возрастанию термического модуля упругости, их рост на изменение области частотной дисперсии не 
влияет. 

 
Ключевые слова: магнитная жидкость; термический модуль упругости; магнитное поле; концентрация; 
частота; релаксация. 
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Abstract 

Purpose. Study of the dependence of the thermal modulus of elasticity of a two-component magnetic fluid on the 

magnitude of the magnetic field strength, the frequency of external disturbance and the volumetric concentration of 

magnetic particles. 

Method. The research method is based on the kinetic theory of liquid systems. Based on previously constructed kinetic 

equations for one-particle and two-particle distribution functions and a microscopic expression for the heat flux vector, 

an explicit dynamic expression for the thermal modulus of elasticity of magnetic fluids is obtained. In fast processes  

in liquids, heat transfer occurs in waves and their propagation is similar to the propagation of second sound in helium 

II. The thermal modulus of elasticity in liquids appears at high frequencies and ensures the propagation of second 

sound. The expression for the thermal modulus of elasticity consists of potential and kinetic parts, taking into account 

structural and translational relaxation processes, respectively. To study the thermoelastic properties of magnetic fluids, 

appropriate expressions of potential interaction energies were selected for each subsystem, allowing for numerical 

calculations. 

Results. Numerical calculations of the frequency and concentration dependence of the dynamic thermal modulus of 

elasticity in the presence of an external magnetic field in a kerosene-based magnetic fluid were carried out. The calcu-

lation results show that an increase in the influence of external disturbances leads to a nonlinear increase in the thermal 

modulus of elasticity in the magnetic fluid. An increase in the volume concentration of magnetic particles and an in-

crease in the magnetic field strength also led to a nonlinear increase in the thermal modulus of elasticity in the magnetic 

fluid. 

Conclusion. It has been established that, due to taking into account translational and structural relaxation processes, 

the region of frequency dispersion of the thermal elastic modulus is wide. Numerical calculations carried out at different 

values of the external magnetic field and the volume concentration of magnetic particles showed that although an 

increase in the magnetic field and concentration of magnetic particles leads to an increase in the thermal modulus of 

elasticity, their increase does not affect the change in the frequency dispersion region. 

Keywords: magnetic fluid; thermal modulus of elasticity; magnetic field; concentration; frequency; relaxation. 
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  *** 

Введение 

В последние несколько десятилетий 
жидкости широко используются в различ-
ных областях техники и технологии в ка-
честве теплоносителя. Их интенсивно ис-
пользуют в качестве теплообменников, 
систем охлаждения и преобразователей 
энергии. Известно, что обычные жидкости 
не обладают большой теплопроводно-
стью, и это ограничивает их более широ-
кое применение в технологии. В послед-
ние десятилетия большое внимание при-
влекают так называемые дисперсные 
наножидкости, которые состоят из смеси 
твердых наночастиц и несущей жидкости. 
В экспериментальных работах [1] и [2] по-
казано, что включение твердых наноча-
стиц в несущие жидкости приводит к ано-
мальному изменению их тепловых 
свойств. Например, экспериментальные 
исследования, проведенные в [3] и [4], по-
казали, что небольшая добавка наноча-
стиц меди или углеродных нанотрубок в 
этиленгликоль или масло увеличивает их 
теплопроводность на 40 и 150% соответ-
ственно. Теоретическое объяснение таких 
аномальных эффектов в наносуспензиях 
требует учета сложных внутренних релак-
сационных процессов. Для этой цели, 
например, используется модель броунов-
ского движения [5], эффект агрегации и 
кластеризации наночастиц [6], межфазное 
сопротивление [7] и некоторые другие мо-
дели [8]. 

Среди всех разнообразных наножид-
костей самыми интересными являются 
магнитные жидкости, которые представ-
ляют коллоидные системы из магнитных 
наночастиц, суспендированных в диспер-
сионной среде. Благодаря намагничивае-

мости магнитных жидкостей, как пока-
зано в работах [9] и [10], их тепловые 
свойства легко можно настраивать внеш-
ним магнитным полем. Магнитные жид-
кости как уникальные технологические 
материалы уже широко используются в 
технике для быстрого отвода тепла [11], в 
динамических системах в качестве тепло-
обменников [12], преобразователей энер-
гии [13]. 

Теоретическому и эксперименталь-
ному исследованию явления теплопровод-
ности в магнитных жидкостях посвящено 
большое количество работ. Однако в этих 
работах выражение коэффициента тепло-
проводности является статическим, и в 
них релаксационные процессы не рас-
сматриваются. Также задача определения 
термического модуля упругости, которое 
проявляется при высоких частотах, оста-
ется не решенным. 

Теоретическое исследование термо-
упругих свойств магнитных жидкостей на 
основе метода неравновесной статистиче-
ской теории позволяет получить полную 
динамическую картину упругих свойств и 
явлений переноса в магнитных жидко-
стях, а также позволяет оценить вклады 
внутренних структурных и трансляцион-
ных релаксационных процессов в форми-
ровании физических свойств магнитных 
жидкостей. 

Исследование термоупругих свойств 
магнитных жидкостей при высоких часто-
тах требует знания динамического терми-
ческого модуля упругости, которое явля-
ется причиной распространения второго 
звука при высоких частотах в жидкостях. 
Настоящая работа посвящена исследова-
нию зависимости термического модуля 
упругости от частоты и напряженности 
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внешнего магнитного поля в магнитных 
жидкостях. 

Материалы и методы 

Рассмотрим принятую в работах [14] 
и [15] модель, согласно которой магнит-
ная жидкость рассматривается как бинар-
ная система, состоящая из суммы частиц 
магнитного материала fN  и жидкой ос-

новы sN . В магнитной подсистеме ферро-
частицы принимаются как сферические 
однодоменные частицы, покрытые по-
верхностно-активным веществом. При-
сутствие защитной оболочки в дальней-
шем при расчетах учитывается отталкива-
тельной частью потенциала Леннарда – 
Джонса. В этих работах показано, что, 
если размеры и массы частиц магнитной и 

молекулярной подсистемы сильно разли-
чаются, в кинетических уравнениях инте-
гралы прямых соударений намного 
больше перекрестных, не учитывая по-
следнего, можно получить независимые 
системы кинетических уравнений для од-
ночастичных и двухчастичных функций 
распределения подсистем магнитной жид-
кости. Из этих кинетических уравнений 
получаются уравнения двухжидкостной 
гидродинамики. 

В [16] из микроскопического выраже-
ния для компонентов вектора потока 
тепла α

1( , , )iS tq r , входящего в состав урав-
нения гидродинамики, получено динами-
ческое выражение термического модуля 
упругости магнитных жидкостей, которое 
имеет вид
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mi, ni, σi – масса, числовая плотность и  
диаметр частиц соответствующей под- 
системы; k – постоянная Больцмана;  

m – магнитный момент феррочастицы;  
H  – внешнее магнитное поле. 

Согласно (1) каждая подсистема вно-
сит аддитивный вклад в изменение 
свойств системы и формирование терми-
ческого модуля упругости магнитной 
жидкости. В выражении (1) содержатся 

времена релаксации 1τ
2β

 i
i

i

m
 и 

2

0

β σ

2
  i i

i
kT

. 

Характерные величины 1τ i  определяют 

трансляционную релаксацию векторов по-
тока тепла подсистем магнитной жидко-
сти, а процесс структурной релаксации ха-
рактеризуется их временами 0i , содержа-

щимися в функции 2 1( , ,ω)i r r . 

В (1) содержатся потенциальные 
энергии взаимодействия частиц подси-
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стемы магнитной жидкости ( )i ir  и соот-
ветствующие радиальные функции рас-
пределения 1( )i ig r . Следовательно, чтобы 

провести численные расчеты, необходимо 
иметь явные выражения для функций 

( )i ir  и 1( )i ig r . 

Потенциальную энергию взаимодей-
ствия частиц жидкости-носителя выби-
раем в виде потенциала Штокмайера: 

( ) ( ) ( ),   L J pp

s s rr r             (2) 
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s sr r r ; 
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Для учета диполь-дипольного взаи-
модействия магнитных частиц во внеш-
нем магнитном поле и их взаимного оттал-
кивания за счет присутствия поверх-
ностно-активного слоя потенциальную 
энергию взаимодействия магнитной под-
системы выбираем в виде суммы потенци-
ала Леннарда – Джонса, диполь-диполь-
ного взаимодействия и потенциальной 
энергии взаимодействия магнитных ча-
стиц с внешним магнитным полем: 
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Переходя в сферическую систему  
координат, выражения диполь-диполь- 
ных потенциальных энергий приведем к 
виду 
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С целью упрощения для двух ближай-
ших частиц момент первой частицы при-
нимаем вдоль радиуса-вектора, соединяю-
щего ее со второй частицей. Соответ-
ственно, в (4), положив θа = 0, θb = θ,  
(рис. 1), энергию взаимодействия двух ди-
полей выражаем в виде 

2

3
θ θ ( , ) cosdd d dr A r .  

Аналогично, направляя вектор напря-
женности магнитного поля H  параллельно 
оси z  системы, для потенциальной энер-
гии взаимодействия феррочастиц с внеш-
ним магнитными полем получим 

0
θ μ  θ.( , ) cosH H mH    

 

Рис. 1. Схематическое представление 

взаимодействия двух диполей  

в сферической системе координат 

Fig. 1. Schematic representation of the 

interaction of two dipoles in a spherical 

coordinate system 

Радиальные функции распределения 
подсистем в соответствии с [17] предста-
вим в виде 

 *( , , ) (ρ )exp ( ) / ;

( , , ) exp ( , ) / .

 

   

s s s s

f f

g r n T y kT

g r T H kT

r

r H
 
(5)

 



Зарифзода А. К., Бозорова Ю. К.                                            О зависимости термического модуля упругости… 45 

Известия Юго-Западного государственного университета. Серия: Техника и технологии /  
Proceedings of the Southwest State University. Series: Engineering and Technologies. 2024;14(3):40–51 

В магнитной жидкости всегда выпол-
няется условие 

s f
n n , поэтому, прини-

мая молекулярную подсистему как си-
стему с плотноупакованными твердыми 
частицами, контактную функцию *(ρ )

s
y  

выбираем в виде функции Карнахана – 

Старлинга: * * * 3(ρ ) (2 ρ ) / 2(1 ρ )  s s sy , где 
* 3ρ πσ / 6
s s s

n . 

Таким образом, учитывая подста-
новку выражений (2)–(5) в (1), для терми-
ческого модуля упругости получим следу-
ющее выражение, удобное для проведения 
численных расчетов:

 
2 2

2 3 10 4 10 41
1 22

, 1 0

(ωτ )5
Z(ω) 4 (5 3 ) (13 7 ) ,

2 1 (ωτ )


   




       

  
 i i

i i i i i i i i i i

ii f s i

n k T
n r r I r r I dr

m
           (6) 

где 
2

10 4
1 2 1 1 1 13 2

0 10

sh ch sh2
( , ,ω)exp 8 ( ) ;


 

   
               


r L J

s s s s
s s s s s s s s

s s s s s s

a a ap
I r r r r dr

T kT a r a a
 

2 11 17 23
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( , ,ω) exp 256 ( 3 2 )
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ρs  – плотность жидкой основы; ρ f  – плот-

ность магнитного материала; m  – магнит-
ный момент феррочастиц; ε  – диэлектри-
ческая проницаемость несущей жидкости; 
εs , ε f  – глубины потенциальных ям для 

молекулярной и магнитной подсистем со-
ответственно. 

Выражение (6) дает возможность про-
водить расчеты частотной зависимости 
термического модуля упругости Z(ω)  маг-

нитных жидкостей при наличии внешнего 
магнитного поля и различных значений 
объемной концентрации магнитного мате-
риала, а также температуры среды. 

Результаты и их обсуждение 

Для проведения численных расчетов 
в качестве примера выбираем магнитную 
жидкость на основе керосина с магнит-
ными частицами Fe3O4, физические пара-
метры которых следующие: σs = 0,27 нм; 

ρs = 1000 кг/м3; εs = 1,27 kT; ε = 2,1 kT; 
р = 6,2∙10–30 Кл∙м; m = 10–20 Дж/Тл;  
σf = 5 нм;  ρf = 5340 кг/м3; εs = 0,37 kT. 

Результаты расчетов частотной зави-
симости термического модуля упругости 
магнитной жидкости при фиксированной 
концентрации магнитных частиц и раз-
личных значений напряженности магнит-
ного поля приведены на рисунке 2. 

Кривые зависимости (ω)Z  показы-

вают, что с возрастанием частоты внеш-
него воздействия термический модуль 
упругости нелинейно увеличивается, и ча-
стотная дисперсия термического модуля 
упругости является широкой. Широкая 
область дисперсии (ω)Z  связана со струк-

турными релаксационными процессами, 
происходящими в магнитных жидкостях, 
которые учитываются в (6) посредством 
функции 2 1( , ,ω) i i ir r . 

 

Рис. 2. Зависимости термического модуля упругости магнитной жидкости на основе керосина  

от частоты при φ = 0,08, T = 293 K 

Fig. 2. Dependences of the thermal modulus of elasticity of a magnetic fluid based on kerosene  

 on the frequency at φ = 0.08, T = 293 K 
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На рисунке 3 представлены резуль-
таты расчетов частотной зависимости тер-
мического модуля упругости магнитной 
жидкости на основе керосина при отсут- 

ствии магнитного поля и различных зна-
чений объемной концентрации частиц 

магнетита. 

 

Рис. 3. Зависимости термического модуля упругости магнитной жидкости на основе керосина  

от частоты при H = 0, T = 293 K 

Fig. 3. Dependences of the thermal modulus of elasticity of a magnetic fluid based on kerosene  

on the frequency at H = 0, T = 293 K 

 
Как видно из рисунка, при отсутствии 

внешнего магнитного поля, при фиксиро-
ванных значениях частоты внешнего воз-
действия, рост концентрации магнитных 
частиц приводит к увеличению термиче-
ского модуля упругости в магнитной жид-
кости. 

Результаты численных расчетов пока-
зывают, что частотная зависимость терми-
ческого модуля упругости в магнитных 
жидкостях аналогична частотным зависи-
мостям объемного и сдвигового модулей 
упругости магнитных жидкостей, полу-
ченным в [18]. Следовательно, по анало-
гии с тем, что объемный и сдвиговый мо-
дули упругости определяют скорости рас-
пространения продольных и поперечных 

волн, можно предположить, что термиче-
ский модуль упругости определяет тепло-
вые моды, аналогом которых являются 
волны второго звука в жидком He-II. По-
лученные данные могут примыкать к ре-
зультатам работы [19], где утверждается 
волновая природа распространения тепла 
при высоких частотах, и на основе метода 
лазерного возбуждения и оптического 
зондирования наблюдается распростране-
ние второго звука в графите при темпера-
турах 100 К. На основе полученных ре-
зультатов авторы работы [20], предпола-
гают возможность существования тепло-
вых волн в других материалах и при еще 
более высоких температурах. 
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На рисунке 4 изображены результаты 
расчетов зависимости термического мо-
дуля упругости от напряженности внеш-

него магнитного поля при постоянной ча-
стоте ω = 1010 Гц и значении концентра-
ции φ = 0,08. 

 

 

Рис. 4. Зависимость термического модуля упругости от напряженности внешнего магнитного поля  

в магнитной жидкости на основе керосина 

Fig. 4. Dependence of the thermal modulus of elasticity on the strength of the external magnetic field  

in a kerosene-based ferrofluid 

Видно, что возрастание напряженно-
сти внешнего магнитного поля приводит к 
нелинейному увеличению термического 
модуля упругости в магнитной жидкости 
и аналогично характеру полевой зависи-
мости сдвигового и объемного модулей 
упругости магнитных жидкостей, приве-
денных в [18]. 

Выводы 

Наиболее полную картину коллектив-
ного и индивидуального движения частиц 
жидкой среды и механизмы релаксацион-
ных процессов, протекающих в этих сре-
дах, можно выявить на основе статистиче-
ских методов описания вязкоупругих и 
термоупругих свойств жидкостей. На ос-
нове проведенных теоретических расче-

тов установлено, что в магнитных жидко-
стях термический модуль упругости про-
является в предельно высоких частотах. 
Показано, что, когда магнитная жидкость 
находится во внешнем магнитном поле, 
термический модуль упругости с возрас-
танием напряженности магнитного поля 
заметно увеличивается. На основе этого 
можно полагать, что при быстрых процес-
сах наличие внешнего магнитного поля 
способствует упругому переносу энергии 
тепла в магнитных жидкостях. В литера-
туре встречаются исследования, посвя-
щенные высокоинтенсивным процессам, 
указывается на волнообразный перенос 
тепла в веществах и распространение вто-
рого звука в них. Однако эти исследования 
в основном имеют феноменологический 
характер и не могут объяснить упругого 



Зарифзода А. К., Бозорова Ю. К.                                           О зависимости термического модуля упругости… 49 

Известия Юго-Западного государственного университета. Серия: Техника и технологии /  
Proceedings of the Southwest State University. Series: Engineering and Technologies. 2024;14(3):40–51 

механизма переноса тепла, который опи-
сывается термическим модулем упруго-
сти. 

К сожалению, из-за отсутствия экспе-
риментальных данных по измерению тер-
мического модуля упругости магнитных 

жидкостей не было возможности сравнить 
полученные результаты с другими литера-
турными данными. 
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