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Резюме 

Цель. Поиск простого и физически разумного способа описания базовых свойств магнитоактивного эла-

стомера под действием приложенного магнитного поля и/или механической нагрузки. 

Методы. Предложен феноменологический подход, в рамках которого агрегирование феррочастиц в магни-

тоактивном эластомере трактуется как появление некоторого параметра порядка, физический смысл 

которого близок, но не сводится полностью к количеству частиц наполнителя, объединившихся в агре-

гаты, отнесённому к общему числу частиц. Соответствующий функциональный вклад в свободную энер-

гию системы записан в форме, схожей с разложением Ландау – де Жена, как оно используется в теории 

фазовых переходов. В зависимости от присутствия кубической степени параметра порядка в этом разло-

жении структурный переход в магнитоактивном эластомере может развиваться по сценариям как I, так 

и II рода. 

Результаты. В модельном одномерном расчёте показано, что зависимости главных характеристик ком-

позита – намагниченности и деформации – от приложенного магнитного поля и механической нагрузки 

можно единым образом описать через изменение параметра порядка. Рассмотренная модельная среда про-

являет важную особенность: в присутствии внешнего поля она реагирует на приложенную механическую 

нагрузку квазипластически. Однако, как только поле выключается, система выходит из пластического со-

стояния и восстанавливает исходную упругость. 

Заключение. Полученные результаты находятся в хорошем согласии с данными прямого численного моде-

лирования мезоскопического варианта рассматриваемой задачи. В качественном отношении выявленные 

особенности реологического поведения рассмотренной системы находятся в близком соответствии с ре-

зультатами экспериментов по механическому нагружению магнитоактивных эластомеров на силиконовой 

основе, наполненных порошком карбонильного железа, частицы которого имеют микронный размер. 

Ключевые слова: магнитоактивный эластомер; магнитодеформационный эффект; агрегирование фер-

рочастиц; магнитоиндуцированная пластичность; параметр порядка. 

Финансирование. Работа выполнена в рамках госбюджетной темы № AAAA-A20-120020690030-5. 

Конфликт интересов: Авторы декларируют отсутствие явных и потенциальных конфликтов интере-

сов, связанных с публикацией настоящей статьи. 

Для цитирования:  Столбов О. В., Райхер Ю. Л. Модель магнитоактивного эластомера со структурным пара-

метром // Известия Юго-Западного государственного университета. Серия: Техника и технологии. 2023. Т. 13, 

№ 4. С. 75–87. https://doi.org/10.21869/2223-1528-2023-13-4-75-87. 

Поступила в редакцию 23.09.2023  Подписана в печать 25.10.2023   Опубликована 25.12.2023 

 

_______________________ 

 Столбов О. В., Райхер Ю. Л., 2023 

https://doi.org/10.21869/2223-1528-2023-13-4-75-87
https://doi.org/10.21869/2223-1528-2023-13-4-75-87


76                                                           Физика / Physics 

Известия Юго-Западного государственного университета. Серия: Техника и технологии /  
Proceedings of the Southwest State University. Series: Engineering and Technologies. 2023; 13(4): 75–87 

Model of a Magnetoactive Elastomer with Structure Parameter 

Oleg V. Stolbov1 , Yuriy L. Raikher1 

1 Institute of Continuous Media Mechanics of the Ural Branch of Russian Academy of Science  
  1 Academika Koroleva Str., Perm 614018, Russian Federation 

 e-mail: sov@icmm.ru 

Abstract 

Purpose. To propose a simple and physically reasonable way to describe basic properties of magnetoactive elasto-

mers under the action of magnetic field and/or mechanical loading. 

Methods. A phenomenological approach is developed, in the framework of which the aggregation of ferroparticles in a 

magnetoactive elastomer is interpreted as the appearance of an order parameter whose physical meaning resembles, 

although does not coincide entirely with, the number of the particles dwelling in aggregates normalized by the total 

number of the particles. The corresponding functional contribution to the free energy of the system is constructed in 

the form similar to that of the Landau-de Gennes expansion, as it is used in the theory of phase transitions. Depending 

on the presence of the cubic term in this expansion, the transition may develop along the scenarios of either I or II 

order. 

Results. In a model 1D calculation it is shown that the dependences of the main characteristics of the composite, viz. 

magnetization and deformation, on the applied field and mechanical load, might be in a unified manner described as 

being entailed by the evolution of the above-introduced order parameter. A specific feature manifested by the model 

system is its ability to display quasi-plastic response that exists as long as the external field is on, and to get back to 

elastic behavior as soon as the field is switched off. 

Conclusions. The results obtained are found to be in good agreement with the data obtained from the direct numerical 

modelling of the mesoscopic variant of the considered problem. In qualitative aspect, the discovered specific features 

of the rheological bahavior closely resemble the results of experimental studies om mechanical loading of magnetoac-

tive composites consisting of a silicone rubber filled with micron-size particles of carbonyl iron. 
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Введение 

Магнитоактивные эластомеры (МАЭ) – 

мягкие полимерные матрицы, наполнен-

ные микронного размера частицами фер-

ромагнетика – материала, легко деформи-

рующегося под действием внешних маг-

нитных полей и/или приложенных меха-

нических нагрузок. Это сочетание свойств 

определяет высокий прикладной интерес 

к ним [1–4]: от антисейсмической защиты 

сооружений [5] до смарт-акустики [6] и 

дистанционно управляемых манипулято-

ров [7; 8]. 

Как правило, под действием внешних 

воздействий МАЭ проявляют обратимое 

деформационное поведение. Однако в 

определённых условиях высококонцен-

трированные системы, помещённые в до-

статочно сильное поле, полностью изме-

няют своё поведение и переходят в состо-

яние, где по своим свойствам становятся 
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подобными пластилину, а именно сохра-

няют любую приданную форму [9]. Как 

только магнитное поле выключается, ма-

териал восстанавливает свою упругость и 

тем самым форму. Эффект магнитоинду-

цированной пластичности (магнитной па-

мяти формы) легко наблюдаем [9], но при 

этом труден для теоретического описания. 

Его происхождение обсуждалось в ряде 

теоретических работ [11–16], но ни в од-

ной из попыток не удалось описать еди-

ным образом два очевидно связанных про-

явления эффекта: гистерезис зависимости 

деформации от напряжения и гистерезис 

зависимости намагниченности от прило-

женного поля. 

Рассматривая совместно эксперимен-

тальные наблюдения и результаты мезо-

скопического моделирования, ниже мы 

предлагаем феноменологический подход 

в духе разложения Ландау – де Жена, т. е. 

рассматриваем изменения внутренней 

структуры МАЭ в терминах теории фазо-

вых переходов. Хотя представленная мо-

дель не содержит описания эффектов за-

паздывания – для полимерных компози-

тов они, конечно, важны – полученные  

результаты хорошо согласуются с дан-

ными численного моделирования и каче-

ственно – с экспериметом. 

Материалы и методы 

Энергия МАЭ, способного к струк-

турообразованию 

Модель МАЭ, способного к структу-

рообразованию, строится в континуаль-

ном приближении. За основные термоди-

намические переменные принимаются: 

намагниченность 𝑀, относительная де-

формация ε и структурный параметр 𝑆, ко-

торый в некотором интегральном смысле 

отражает все изменения внутренней (ме-

зоскопической) структуры композита. В 

предположении, что главные изменения 

внутренних свойств определяются агреги-

рованием частиц наполнителя, структур-

ный параметр нормируется таким обра-

зом, что в композите, где агрегатов нет, 

𝑆 = 0, а в ситуации, где все частицы нахо-

дятся в агрегатах, его значение макси-

мально: 𝑆 = 1. Ввиду того, что под дей-

ствием приложенного поля частицы 

имеют тенденцию объединяться в агре-

гаты, имеющие вытянутую вдоль поля 

форму, в определение 𝑆 следовало бы 

включать и меру их анизометричности. В 

настоящей 1D-модели, использующей 

скалярный параметр порядка, этот геомет-

рический фактор в явном виде не учиты-

вается, это будет сделано в дальнейшем 

при обобщении предлагаемого подхода. 

Для зависимости намагниченности 𝑀 

неструктурированного МАЭ от магнит-

ного поля 𝐻, действующего внутри мате-

риала, принимается закон Фрёлиха – 

Кеннелли [17]. В скалярном виде он при-

нимает форму 

𝑀(𝐻) =
χ0𝐻𝑀𝑠

𝑀𝑠+χ0𝐻
, 

или 

    𝐻(𝑀) =
𝐻𝑀𝑀𝑠

χ0(𝑀𝑠 − 𝑀)
 ,              (1) 

где  χ0  – начальная магнитная восприим-

чивость, а 𝑀𝑠 – намагниченность насыще-

ния. 

В качестве термодинамического  

потенциала задачи берётся функция  

𝑈 = �̂� − 𝑀𝐻, где �̂� – плотность внутрен-

ней энергии. Независимой переменной 

для функции 𝑈 является намагниченность, 

так что магнитная часть этого термодина-

мического потенциала после подстановки 

(1) принимает вид 

𝑈magn = ∫ 𝐻(𝑀)𝑑𝑀
𝑀

0

= 

=
𝑀𝑠

χ0

[𝑀𝑠ln
𝑀𝑠

(𝑀𝑠 − 𝑀)
− 𝑀]. 

 
 

 
(2) 
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Наряду с магнитным полем внешним 

контролирующим параметром задачи яв-

ляется также и механическая нагрузка σ. 

Для простоты создаваемую ею объёмную 

плотность упругой энергии МАЭ будем 

описывать законом Гука 

𝑈el = σ2 2𝐸0⁄ , (3) 

где 𝐸0 – «затравочный» модуль Юнга ком-

позита в целом, что в предположении о не-

сжимаемости материала определяет и его 

«затравочный» модуль сдвига 𝐺0 = 𝐸0 3⁄ . 

Последнюю величину удобно использо-

вать для обезразмеривания определяющих 

соотношений. Обозначая σ̃ =σ/𝐺0 и 

(�̃�, �̃�𝑠) = (𝑀,𝑀𝑠) √𝐺0⁄ , из (2) и (3) полу-

чаем 

�̃�magn =
�̃�𝑠

χ0
[�̃�𝑠 ln

�̃�𝑠

(�̃�𝑠 − �̃�)
− �̃�],   

 �̃�el =
σ2𝐺0

2𝐸0𝐺0
=

1

6
σ̃2. 

 

 

 

(4) 

Как указано выше, качественный 

смысл структурного параметра 𝑆 – это 

доля частиц в единице объёма МАЭ, кото-

рые входят в состав кластеров, т. е. имеют 

в непосредственной близости от себя не 

менее одного соседа. Предполагая: (1) что 

структурный параметр изменяется под 

влиянием внешних воздействий и (2) что 

эти изменения могут происходить резко – 

по типу ориентационного фазового пере-

хода – вклад, вносимый структурирова-

нием в энергию композита, будем описы-

вать разложением 

𝑈str =
1

2
𝐴2(𝑀

2 − 𝑀𝑐
2)𝑆2 +

1

3
𝐴3𝑆

3 + 

+
1

4

𝐴4𝑆
4

1 − 𝑆4
−

1

2
α𝑆𝑀2 − 

−
1

2
β(1 + γ𝑀2)𝑆2σ2, 

 
 
 
 
(5) 

где 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, α, β – материальные кон-

станты, три из которых 𝐴2, α, γ безраз-

мерны. Форма слагаемого ∝ 𝑆4 выбрана 

таким образом, чтобы за счёт коэффици-

ента 𝐴4 состоянию полной упорядоченно-

сти можно было приписать значение  

𝑆 = 1. 

Отметим, что нелинейное соотноше-

ние (5) лишь по форме напоминает одно-

мерный вариант разложения Ландау –  

де Жена теории жидких кристаллов [18; 

19]. Действительно, в (5) возможность пе-

рехода в состояние 𝑆 ≠ 1 – при этом пара-

метр порядка не имеет прямого смысла 

как мера ориентации – определяется не 

температурой (как в оригинальной тео-

рии), а достигнутым уровнем намагничен-

ности. Ниже показано, что именно такая 

форма 𝑈 str отвечает наблюдаемому пове-

дению МАЭ. Как обычно, наличие слагае-

мого ∝ 𝑆3 в (5) сообщает системе возмож-

ность менять состояние по сценарию фа-

зового перехода I рода; однако в разделе 4 

для начала рассмотрен более простой слу-

чай перехода II рода (𝐴3 = 0). Этот при-

мер важен, поскольку, судя по результа-

там экспериментов, переходы в МАЭ хотя 

и относятся к типу переходов I рода, но 

очень близки к II роду. 

Суммирование соотношений (2), (3) и 

(5) даёт плотности полной энергии МАЭ, 

для безразмерной формы которой имеем 

�̃� = �̃�magn + �̃�el +
1

2
𝐴2(�̃�

2 − �̃�𝑐
2)𝑆2 + 

+
1

3
�̃�3𝑆

3 +
1

4

�̃�4𝑆
4

1 − 𝑆4
− 

−
1

2
α𝑆�̃�2 −

1

2
β̃𝑆2σ̃2.             (6) 

 

Напомним, что модуль 𝐺0, который 

играет здесь роль масштабного коэффици-

ента, следует понимать как характери-

стику материала в состоянии с 𝑆 = 0. От-

метим также, что коэффициент γ положен 

равным нулю, т. к. он важен только для 

случаев спонтанно намагниченного МАЭ, 

который здесь не рассматривается. 

Подчеркнём, что в разложении (5) 

намагниченность 𝑀 не является парамет-

ром порядка, поскольку она отлична от 

нуля при любом значении поля, однако из-

за её связи со структурным параметром 
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ход зависимости 𝑀(𝐻) изменяется в ре-

жиме 𝑆 ≠ 0 по сравнению с (1). Матери-

альная константа 𝑀𝑐 – это пороговое зна-

чение, по достижении которого происхо-

дит резкое изменение структурного пара-

метра. Запись выражения (5) с использова-

нием 𝑀𝑐 позволяет придать функции 𝑈str 

компактный вид, удобный для получения 

уравнений равновесия. С другой стороны, 

величина 𝑀𝑐 не поддаётся непосредствен-

ному измерению, её можно найти только 

косвенно из обработки эксперименталь-

ных данных. Более ясный физический 

смысл имела бы величина 𝐻𝑐, понимаемая 

как характерное значение магнитного 

поля, выше которого в данном МАЭ начи-

нается интенсивная кластеризация частиц. 

Фактически, именно значение 𝐻𝑐 будет 

прямым результатом измерения, фиксиру-

емым как точка разрыва производных 

�̃�(�̃�) (рис. 1, а) и 𝑑�̃�/𝑑�̃� (рис. 1, б). Тогда 

величину 𝑀𝑐 можно найти, сопоставляя 

экспериментальную и модельную кривые 

𝑀(𝐻). Однако в случае перехода II рода 

(𝐴3 = 0) и при α ≪ 1 зависимость 

𝑀𝑐(𝐻𝑐) очевидна. Действительно, разло-

жение уравнения (5) при малых 𝑆 показы-

вает, что решение с 𝑆 ≠ 0 (структурирова-

ние) зарождается при 𝑀 = 𝑀𝑐. Поскольку 

в этой точке структурный параметр беско-

нечно мал, он не влияет на связь 𝑀 и 𝐻, 

которую устанавливает формула Фрёлиха – 

Кеннелли (1), откуда следует, что  

𝑀𝑐 =χ0𝑀𝑠𝐻𝑐 (𝑀𝑠 +χ0𝐻𝑐)⁄ . 

Структурирование в намагничен-

ном МАЭ 

При заданных значениях внешнего 

магнитного поля и механического напря-

жения равновесный структурный пара-

метр МАЭ находится из условия  

𝜕𝑈 𝜕𝑆⁄ = 0, что после дифференцирова-

ния (6) приводит к уравнению 

[
�̃�4

1 − 𝑆4
] 𝑆3 + �̃�3𝑆

2 + 

+(𝐴2�̃�𝑐
2 − 𝐴2�̃�

2 − β̃σ̃2)𝑆 − 

 

 

 

 

 

−
1

2
α�̃�2 = 0. (7) 

Контролируемыми внешними факто-

рами, воздействующими на МАЭ, явля-

ются механическое напряжение σ и маг-

нитное поле 𝐻. Если σ явно входит в 

уравнение (7), то для установления связи 

структурного параметра с приложенным 

полем нужно к указанному уравнению до-

бавить соотношение, связывающее 𝑀 и 𝐻 

при наличии структурирования (𝑆 ≠ 0): 

�̃� =
𝜕�̃�

𝜕�̃�
=

�̃�𝑀�̃�

χ0(�̃�𝑠 − �̃�)
− 

−�̃�𝑆(𝐴2𝑆 − α), 

 
 
 

(8) 

что можно эквивалентно записать в форме 

уравнения самосогласования 

�̃� =
χ0�̃�𝑠[�̃� + �̃�𝑆(𝐴2𝑆 − α)]

�̃�𝑠 + χ0[�̃� + �̃�𝑆(𝐴2𝑆 − α)]
 . (9) 

Откуда следует, что при 𝑆 ≠ 0 общая 

функциональная форма Фрёлиха – 

Кеннелли сохраняется с той лишь разни-

цей, что реальное магнитное поле �̃� 

должно быть заменено на эффективное: 

�̃�eff = �̃� + �̃�𝑆(𝐴2𝑆 − α). (10) 

Таким образом, в рассматриваемой 

модели МАЭ структурирование эквива-

лентно усилению приложенного магнит-

ного поля на величину, пропорциональ-

ную произведению уже достигнутых зна-

чений намагниченности и структурного 

параметра. 

При слабой намагниченности  

(�̃� ≪ �̃�𝑠) формула разложение (8) даёт 

�̃� = �̃� [
1

χ0
− 𝑆(𝐴2𝑆 − α)] . (11) 

Выражение в квадратных скобках 

представляет собой обратную магнитную 

восприимчивость МАЭ, содержащего кла-

стеры; т. е. эффективная начальная вос-

приимчивость при 𝑆 ≠ 0 есть 

χeff =
χ0

1 − χ0𝑆(𝐴2𝑆 − α)
 . (12) 
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Учитывая, что по смыслу разложения 

(5) коэффициент 𝐴2 положителен, и пола-

гая в дальнейшем параметр α малым по 

сравнению с 𝐴2, видим, что эффективная 

восприимчивость (11) ожидаемо возрас-

тает по мере роста структурного пара-

метра. Впрочем, случай �̃� ≪ �̃�𝑠 вряд ли 

имеет практическое значение, поскольку 

ожидать появления в реальном МАЭ зна-

чительного структурирования при слабом 

внешнем поле маловероятно. 

Механическое напряжение, входящее 

в уравнение (7), связано с обратимой ча-

стью деформации материала посредством 

εel =
𝜕𝑈

𝜕σ
=

𝜕�̃�

𝜕σ̃
=

σ̃(1 − β̃𝐸0𝑆
2)

𝐸0
, (13) 

так что эффективный модуль Юнга выра-

жается соотношением 

𝐸eff = 𝐸0 (1 − β̃𝐸0𝑆
2)⁄  (14) 

и, как видно, возрастает с ростом струк-

турного параметра. 

Используем предложенную модель 

для описания эффекта магнитоиндуциро-

ванной пластичности. Это ситуация, когда 

намагниченный материал, подвергнутый 

вынужденной деформации, сохраняет её и 

после снятия нагрузки; упругость возвра-

щается к нему только после выключения 

внешнего поля. Чтобы это учесть, пред-

ставим полную накопленную деформа-

цию как сумму упругого и квазипластиче-

ского вкладов, из которых последний обу-

словлен исключительно структурирова-

нием (и, таким образом, существует 

только в намагниченном композите):  

ε = εel + εstr. 
Как и любая пластическая деформа-

ция, εstr возникает только в том случае, 

когда напряжение превысит некоторое по-

роговое значение σ∗. Поскольку пластиче-

ский отклик связан с необратимостью и 

зависит от истории процесса, то его опи-

сание производится с помощью набора из 

нескольких условий, которые в рассмат-

риваемом случае выглядят так: 

𝑑εstr = β̃𝑆2𝑑σ        при 𝑑σ > 0,  
если σ̃ > σ̃∗  и  𝑑𝑆 > 0; 

(15а) 

𝑑εstr = 0  при 𝑑σ ≤ 0   и  𝑑𝑆 > 0; (15б) 

𝑑εstr = 𝜀str𝑑ln𝑆  при произвольном  
𝑑σ̃  и  𝑑𝑆 < 0. 

 
(15в) 

Для настоящей модели порог пла-
стичности выбран в виде 

σ̃∗ = 𝐾𝐸0𝑆
2, (16) 

где 𝐾 – некоторая постоянная. 

По поводу последних формул необхо-

димо сделать два замечания. 

1. Рассматриваемый одномерный слу-

чай в магнитном отношении эквивалентен 

бесконечно длинному стрежню, поэтому 

внутреннее поле �̃� равно полю, прило-

женному извне. Такая постановка исклю-

чает зависимость �̃� от формы образца,  

т. е. «стрикционный» вклад в механиче-

ское напряжение отсутствует. По этой 

причине в (15а) учтено только прира- 

щение пластической деформации, завися-

щее от 𝑑σ. В общем случае указанное со-

отношение должно иметь вид 𝑑εstr = 

= β̃𝑆2𝑑σ̃ + 𝑞𝑑�̃�, где 𝑞 – некоторый коэф-

фициент. 

2. Формула (15в) описывает спад струк-

турной деформации при уменьшении 𝑆. 

Как видно, этой формуле можно придать 

более общий вид: 𝑑 lnεstr = 𝑝𝑑 ln𝑆, инте-

грирование которой даёт степенную зави-
симость εstr = 𝑆𝑝. В (15в) мы произ-

вольно положили 𝑝 = 1, хотя для реаль-

ных материалов этот показатель должен 

определяться из эксперимента. Однако в 

нашей модели такой произвол допустим, 

поскольку соотношение скоростей спада 

εstr и 𝑆 не влияет на анализируемые ха-

рактеристики МАЭ. 

Алгоритм численного решения 

При переходе к численному расчёту 

удобно перейти от безразмерного потен-

циала �̃� к внутренней энергии �̂� согласно 

�̂� = �̃� − �̃��̃�. Тогда система уравнений (9) 

и (10) принимает вид 
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𝜕�̂� 𝜕𝑆⁄ = 0,       𝜕�̂� 𝜕�̃�⁄ = 0,    (17) 

и, таким образом, решение задачи  

сводится к поиску экстремумов функ- 

ции �̂�. 

В предположении о том, что управля-

ющие (внешние) параметры – магнитное 

поле 𝐻 и механическая нагрузка σ – изме-

няются квазиравновесно, минимизация 

выполняется по следующей итерационной 

процедуре. Каждое из внешних воздей-

ствий задаётся дискретной функцией: 

�̃�(𝑘) или σ̃(𝑘), где 𝑘 – номер шага.  

На каждом шаге при заданных значени- 

ях �̃�(𝑘) = �̃�(𝑘 − 1) + Δ�̃� и σ̃(𝑘) = 

= σ̃(𝑘 − 1) + Δσ̃ находится минимум �̂�  

по переменным 𝑆 и�̃�, где в качестве 

начального приближения берутся значе-

ния 𝑆(𝑘 − 1) и �̃�(𝑘 − 1), доставлявшие 

минимум �̂� на предыдущем шаге; по этим 

данным находится структурная деформа-

ция 

 

    εpl
(𝑘)

= εpl
(𝑘−1)

+ 

+Δεpl (
𝑆(𝑘−1), �̃�(𝑘), σ̃(𝑘),

εpl
(𝑘−1)

|sign(Δσ̃), sign(Δ𝑆)
) 

 
 
 

(18) 

(после вертикальной черты указаны при-

ращения переменных, знак которых про-

веряется). 

Результаты и их обсуждение 

Используем построенную модель для 

описания квазистатического отклика 

МАЭ, который структурируется по сцена-

рию фазового перехода II рода. В этом 

случае коэффициент 𝐴3 в (5) и (9) отсут-

ствует, так что функция �̂�(�̃�, 𝑆, σ̃) одно-

значна и непрерывна при любых значе-

ниях своих аргументов и всегда имеет 

единственный минимум; в точке перехода 

производная 𝑑𝑆 𝑑�̃�⁄  терпит разрыв. На ри-

сунке 1 представлены зависимости 𝑆(�̃�) и 

�̃�(�̃�), полученные для нескольких вари-

антов значений коэффициентов модели1.

      

                                    а                                                                          б 

Рис. 1. Зависим σ̃ = 0 для набора параметров: χ0 = 0,2; �̃�𝑐 = 0,6; �̃�3 = 0; �̃�4 = 5; α = 10−4  

и β̃ = 0,3 

Fig. 1. Dependences of structure parameter (а) and magnetization (б) on the nondimensional magnetic field for 
σ̃ = 0 with the set of parameters: χ0 = 0,2, �̃�𝑐 = 0,6, �̃�3 = 0; �̃�4 = 5; α = 10−4 and β̃ = 0,3 

                                                 
1 В этом примере рассматривается реше-

ние задачи, где в энергии �̂� отсутствует слага-

емое ∝ 𝑆3, тем самым переход по структур-

ному параметру 𝑆 может быть только второго 

рода. Это означает, что функция �̂�(�̃�, 𝑆) од-

нозначна при любых значениях своих аргу- 

ментов и, таким образом, имеет единственный 

минимум. Ситуация, когда 𝐴3 ≠ 0, каче-

ственно отлична: в ней допустим переход пер-

вого рода и, таким образом, появление не-

скольких экстремумов �̂�(�̃�, 𝑆).  
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Как и ожидалось, структурный пара-

метр возникает при конечном значении 

приложенного поля, и с его появлением 

кривая намагниченности ускоряет рост. 

На мезоскопическом уровне это можно 

трактовать как следствие объединения ча-

стиц наполнителя в цепочечные агрегаты, 

за счёт чего магнитная восприимчивость 

композита повышается. 

Для пояснения расчёта, результатами 

которого являются графики, приведенные 

на рисунке 1, на левой половине рисунка 2 

показаны изменения главных характери-

стик МАЭ (для �̃�3 = 0). Квазистатический 

процесс включает намагничивание и рас-

тяжение; номер шага 𝑘 играет здесь роль  

виртуального времени. В исходном сос- 

тоянии (𝑘 = 0) все характеристики име- 

ют нулевые значения. На интервале  

k = 1…200 на МАЭ накладывается ли-

нейно возрастающее магнитное поле. До-

стигнув заданной величины, оно остаётся 

постоянным в интервале k = 201…600, при 

k = 601…800 линейно спадает до нуля 

(рис. 2, а). В состоянии, когда система 

находится под действием поля, она под-

вергается растяжению (рис. 2, б), которое 

линейно возрастает до значения  

σ̃ > σ̃∗ на интервале k = 200…400 и  

линейно спадает до нуля на интервале  

k = 400…600. 

  

Рис. 2. Характеристики МАЭ со структурным параметром (слева) и результаты мезоскопического 

моделирования (справа) в зависимости от числа шагов 𝑘 расчёта в цикле 

включение/выключение поля и нагрузки. Параметры: χ0 = 0,09; �̃�𝑐 = 0,6; �̃�𝑠 = 10; 

𝐴2 = 3,2; �̃�4 = 0,25; α = 0,1; β̃ = 0,35 

Fig. 2. Characteristics of the MAE with structure parameter (left) and the results of mesoscopic modelling 

(right) in dependence on the step number 𝑘 of calculation steps for the switching on/off cycle  

of the field and load. Parameters: χ0 = 0,09; �̃�𝑐 = 0,6; �̃�𝑠 = 10; 𝐴2 = 3,2; �̃�4 = 0,25;  
α = 0,1; β̃ = 0,35 
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При нарастании поля намагничен-

ность изменяется монотонно (см. рис. 2, в), 

однако по достижении значения �̃� = �̃�𝑐 

(при 𝑘 ≃ 45) скорость её изменения воз-

растает, поскольку в этот момент в си-

стеме возникает структурирование (см. рис. 

2, г). При спадании поля (k = 601…800) 

вместе с ним падает и намагниченность, 

причём скорость этого падения уменьша-

ется после прохождения уровня �̃� = �̃�𝑐 

(при 𝑘 ≃ 755), когда структурный пара-

метр обращается в нуль. Для использован-

ного набора коэффициентов изменение 

наклона кривой �̃�(�̃�) из-за выбранного 

масштаба графика заметно слабо, но его 

хорошо видно на рисунке 1, б. 

Упругая деформация ведёт себя три-

виально: повторяет профиль механиче-

ской нагрузки (см. рис. 2, д). Наиболее 

сложным образом эволюционирует струк-

турная деформация εstr (см. рис. 2, е). Как 

и требуют условия (15), до того момента, 

как напряжение не превысит σ̃∗ = 0,6, ве-

личина εstr остаётся нулевой. Выше этого 

порога она возрастает линейно вслед за 

внешним напряжением, а после того, как 

σ̃ достигает максимума (при 𝑘 = 400), 

εstr остаётся постоянной до тех пор, пока 

не начинается спад намагниченности (при 

𝑘 = 600), а с нею – структурного пара-

метра. 

На шаге 𝑘 = 755 с обращением в нуль 

структурного параметра исчезает и пла-

стичность (εstr = 0). Таким образом, как 

следует из рисунка 2, МАЭ ведёт себя об-

ратимо по отношению к циклу включе-

ние/выключение поля, однако находясь в 

намагниченном состоянии – при условии, 

что к нему прикладывается напряжение, 

превышающее порог σ̃∗ – следует пласти-

ческому сценарию. 

Для сопоставления на правой части 

рисунка 2 показаны те же характеристики 

намагничивания/нагружения МАЭ, полу-

ченные с прямым численным моделирова-

нием мезоскопической задачи; часть этих 

данных была приведена в работе [20]. Там 

рассматривался образец МАЭ в виде пря-

мой призмы (аспектное отношение 5:1) из 

упругой сплошной среды с 20 об. % 

наполнением случайно распределёнными 

магнитомягкими сферическими части-

цами. Структурный параметр определялся 

как доля частиц, имеющих не менее од-

ного близкого соседа. 

Магнитное поле было направлено 

вдоль длинной оси призмы. Приложенная 

к торцам сила была как растягивающей, 

так и сжимающей. С учётом неизбежных 

флуктуаций численного счёта, обуслов-

ленных конечностью частиц в моделируе-

мой системе, согласие между соответ-

ственными графиками на рисунке 2 сле-

дует признать весьма удовлетворитель-

ным. 

Деформационная диаграмма рассмат-

риваемой модели – зависимость σ̃ от  
ε = εel + εstr – для квазистатического про-

токола изменения поля и напряжения (см. 

рис. 2, а, б) показана на рисунке 3. Отрезок 

AB соответствует упругой деформации, 

индуцированной возрастанием напряже-

ния на интервале 0 ≤ σ̃ ≤ σ̃∗, т. е. при  

k = 201…315. Поскольку к моменту  

𝑘 = 200 материал уже структурирован, то 

это деформирование характеризуется мо-

дулем �̃�eff. 

 

Рис. 3. Зависимость σ̃(ε) при магнито-

механическом нагружении по протоколу 
рисунка 2, а,б; остальные параметры 
расчёта те же, что на рисунке 2 

Fig. 3. Dependence σ̃(ε) under magneto-

mechanical loading by the protocol of 
figure 2 а,б; the calculation parameters are 
the same as in figure 2 
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На отрезке BC (интервал k = 315…400 

рисунка 2, д) к упругой деформации до-

бавляется пластическая, в результате чего 

эффективный модуль упругости значи-

тельно снижается. При разгрузке (интер-

вал 𝑘 = 400 …600 рисунка 2, б и отрезок 

CD на рисунке 3) упругая деформация 

полностью исчезает, так что полная  

деформация сводится к накопленной 

структурной (см. εstr при 𝑘 = 600  

на рисунке 2, б), которая затем, реагируя 

на снижение параметра 𝑆 (интервал  

k = 600…755 рисунка 2, в), убывает вместе 

с ним до нуля (см. отрезок DA). 

Петли  σ̃(ε) на рисунке 3 обладают за-

метным сходством. Вероятной причиной 

их относительного сдвига является конеч-

ность образца, который изучался в мезо-

скопическом численном эксперименте. 

Однако гораздо более важно, что петля, 

полученная из модели со структурным па-

раметром, качественно полностью соот-

ветствует результату мезоскопического 

расчёта. При этом последний является не-

соизмеримо более трудо- и ресурсоёмкой 

процедурой по сравнению с уравнениями, 

предложенными в настоящей работе. 

Выводы 

Предложена макроскопическая мо-

дель, представляющая магнитоактивный 

эластомер как систему, обладающую 

структурным параметром порядка. Этот 

подход позволяет единым образом опи-

сать необратимое поведение (гистерезис) 

как намагниченности, так и деформации. 

Тем самым показано, что эти эффекты, 

прежде трактовавшиеся по отдельности, 

принципиально связаны друг с другом. 

Даже при рассмотрении (для простоты) 

одномерной модели магнитного компо-

зита концепция параметра порядка оказа-

лась весьма полезной и привела к выво-

дам, вполне совпадающим с теми, что 

были получены при детальном мезоскопи-

ческом расчёте. 

Отметим, что сделанный выше вывод 

не противоречит тому факту, что гистере-

зис намагниченности в представленном 

рассмотрении отсутствует. Для его появ-

ления требуется сохранить в разложении 

энергии по параметру порядка коэффици-

ент 𝐴3 (рассмотреть переход I рода). Здесь 

этого не сделано лишь ввиду ограничен-

ного объёма статьи. 

В то же время достоверность и удоб-

ство подхода, основанного на введении 

структурного параметра порядка, пока 

нельзя считать полностью доказанной. За-

дачей ближайшего будущего является 

распространение развитого формализма 

на 2D и 3D случаи, где параметру порядка 

будут приданы тензорные свойства, чтобы 

он учитывал также и ориентационные ха-

рактеристики агрегатов частиц. 
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