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Резюме 

Целью данной работы является исследование особенностей электрических свойств ограниченных полу-
проводников, а также влияния неоднородностей распределения примесей в анизотропных полупроводниках 
на структуру электрических полей при стандартных методах контактных измерений.  
Диффузионные и ионно-легированные полупроводниковые структуры, а также композиционные структуры 
с рассогласованностью решеток пленки и подложки являются в настоящее время перспективным классом 
материалов в микро- и наноэлектронике. Внедряя примеси в полупроводниковый кристаллический образец, 
мы тем самым изменяем его электрические свойства, что дает возможность уменьшать размеры отдель-
ных компонентов микросхемы, сохраняя или увеличивая их мощность.  
Методы. В работе исследованы известные зависимости распределений примесей при диффузионном ле-
гировании. Для расчета распределения потенциала использован метод Фурье, позволивший решить урав-
нение Пуассона с граничными условиями Неймана без приближений. Для анализа полученных выражений, 
характеризующих электрические поля в неоднородных полупроводниках, использовался математический 
пакет MathCad.  
Результаты. Приведена методика решения краевой задачи для потенциала в ограниченных диффузион-
ных полупроводниках. Представлены выражения в виде рядов аналитических функций для распределения 
электрического потенциала в проводящих анизотропных структурах. Построенные модели позволяют 
определять и качественно описывать распределения электрических полей при зондовых измерениях и ис-
следовать их структуру в диффузионных полупроводниках.  
Заключение. На основе проведенного компьютерного моделирования показана значимость учета парамет-
ров неоднородности проводимости. Показан и количественно определен эффект концентрирования линий 
плотности тока в диффузионных полупроводниках. 
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Abstract 

The purpose of this work is to study the features of the electrical properties of bounded semiconductors, as well as 
the effect of the inhomogeneous distribution of impurities in anisotropic semiconductors on the structure of electric 
fields with standard methods of contact measurements. 
Diffusion and ion-doped semiconductor structures, as well as composite structures with misalignment of film and sub-
strate lattices, are currently a promising class of materials in micro- and nanoelectronics. The introduction of an impurity 
into a semiconductor crystal sample changes its electrical properties, which makes it possible to reduce the size of 
individual components of the chip, while maintaining or increasing their power.  
Methods. The results of the work are based on the known dependences of the distributions of impurities during diffusion 
alloying. To calculate the potential distribution, the Fourier method was used, which made it possible to solve the 
Poisson Equation with Neumann boundary conditions without approximations. The mathematical package MathCad 
was used to analyze the obtained expressions characterizing electric fields in inhomogeneous semiconductors.  
Results. A technique for solving the boundary value problem for the potential in bounded diffusion semiconductors is 
presented. Expressions in the form of series of analytical functions for the distribution of electric potential in conducting 
anisotropic structures are presented. The constructed models make it possible to determine and qualitatively describe 
the distributions of electric fields during probe measurements and to investigate their structure in diffusion semiconduc-
tors. 
Conclusion. On the basis of computer modeling, the importance of taking into account the parameters of inhomoge-
neity of conductivity is shown. The effect of concentration of current density lines in diffusion semiconductors is shown 
and quantified.  

Keywords: diffusion semiconductor; electrical conductivity; electric potential. 
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Введение 

Активное применение неоднородных 
полупроводников в современной микро- и 
наноэлектронной технике [1; 2] требует 
качественного описания их электрических 
свойств, а также разработки и совершен-
ствования методов измерений параметров 
данных материалов [3]. Существующие 

современные методики внесения приме- 
сей позволяют получать полупроводнико-
вые пленки, в которых концентрация леги-
рованной примеси изменяется с глубиной 
по определенному закону [4–6]. В соот-
ветствии с концентрацией будут изме-
няться с глубиной и другие электрические 
характеристики, например, электропрово-
димость получившегося образца [7; 8].  
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Одним из основных методов легиро-
вания полупроводниковых подложек в 
микро- и наноэлектронике является диф-
фузия [4–6]. Особенности распределения 
примесей в полупроводниках при диффу-
зии рассмотрены в работах [8–10]. Реше-
ние уравнения из второго закона Фика [10] 
для случая сильного легирования образца, 
когда наблюдается диффузия из неограни-
ченного источника, дает следующую зави-
симость: 

0( , ) erfc
2

z
N z t N

D t



,         (1) 

где D – коэффициент диффузии; N0 – по-
верхностная концентрация примеси; t – 
время диффузии, с; z – координата (глу-
бина) слоя, см; erfc(x) = 1-erf(x) – дополни-
тельный интеграл вероятности [11]. 

Решение уравнения второго закона 
Фика для случая слабого легирования, ко-
гда диффузия производится из ограничен-
ного источника, подчиняется нормаль-
ному закону: 

2

( , ) exp
2

Q z
N z t

Dt Dt

  
       

,  (2) 

где Q – количество атомов примеси, нане-
сенных на поверхность в начальный мо-
мент времени, атом/см2. 

Диффузия позволяет внести примесь 
в полупроводник на глубину порядка  
25 мкм [8; 9]. Для внедрения примеси на 
глубину менее 1 мкм применяют метод 
ионного внедрения [5; 8; 12]. Концентра-
ция внедренных ионов примеси может 
быть определена по формуле Гаусса [8]: 

2

Ф 1
( , ) exp ,

22π
p

p

z R
N z t

RR

  
         

  (3) 

где Ф – ионная доза; RP – проекция про-
бега (глубина, на которой достигается 
максимум концентрации ионов примеси); 
ΔRp – разброс пробега; z – координата 
(глубина) вхождения иона в пластину. 

Целью данной работы является тео-
ретический анализ распределения элек-
трических полей, возникающих при зон-
довых измерениях в неоднородных полу-
проводниках, легированных методом 
диффузии. Работа является логическим 
продолжением статьи [13], в которой  
рассматривается физико-математический 
анализ электрических полей в резко- 
неоднородных полупроводниковых образ-
цах.  

Материалы и методы 

На основании экспериментальных 
данных работ [14; 15] можно провести ап-
проксимацию для концентрации залега-
ния примесей к известным аналитическим 
функциям. При имплантации примеси  
ниобия (рис. 1) для аппроксимации полу-
ченных данных мы применили экспо- 
ненциальную функцию c(z) = a∙e–bz.  
Величина достоверности аппроксимации 
такой  функции равна R2 = 0,982 (рис. 1). 
При использовании в качестве аппрокси-
мирующей функции формулы (2)  

2( ) exp( ) exp( )c z a b z a bt       

величина достоверности аппроксими- 
рующей функции достигла значений  
R2 = 0,986 (рис. 2).  

Таким образом, получаем, что в пер-
вом приближении достаточно в качестве 
аппроксимирующей функции использо-
вать экспоненту. Для более точных вычис-
лений лучше использовать формулу (2). 



Филиппов В. В., Лузянин С. Е., Мицук С. В.                 Особенности электрических свойств ограниченных… 149 

Известия Юго-Западного государственного университета. Серия: Техника и технологии /  
Proceedings of the Southwest State University. Series: Engineering and Technologies. 2023; 13(3): 146–160 

 

Рис. 1. Распределение относительной концентрации ниобия внутри слоя кремния после 

диффузии () [14; 15] и построенная аппроксимирующая экспоненциальная зависимость 

(сплошная линия) 

Fig. 1. The distribution of the relative concentration of niobium inside the silicon layer after diffusion () 

[14; 15], and the constructed approximating exponential dependence (solid line) 

 

Рис. 2. Распределение относительной концентрации ниобия внутри слоя кремния после 

диффузии () [14, 15] и построенная аппроксимирующая гауссова зависимость 

(сплошная линия)  

Fig. 2. Distribution of the relative concentration of niobium inside the silicon layer after diffusion () 

[14, 15] and the constructed approximating Gaussian dependence (solid line) 

Поскольку электропроводимость по-
лупроводников напрямую связана с кон-
центрацией примеси, в рамках приводи-
мой модели полагается, что электропрово-
димость диффузионно легированного по-
лупроводника с глубиной (по z) изменя-
ется по законам, аналогичным получен-
ным для распределения примеси в образце 
[7; 8]. 

Рассмотрим задачу о распределении 
потенциала электрического поля в неод-
нородной по глубине полупроводниковой 
пленке прямоугольной формы с разме-
рами a, b и d (рис. 3). Первоначально раз-
берём случай о распределении потенциала 
в ограниченном образце для поля, созда-
ваемого одним токовым зондом малой 
площади. Пусть первый токовый контакт 
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будет иметь активную площадку квадрат-
ной формы со стороной 2 (данная форма 
контакта позволяет решить краевую за-
дачу для потенциала, используя метод 
Фурье). В большинстве случаев точно 
проконтролировать форму и размер токо-
вого зонда достаточно сложно [3; 16]. Для 
случая малого размера такого зонда удоб-
нее в качестве основного параметра ис-
пользовать площадь контактной поверх-
ности. Второй токовый контакт представ-
ляет собой контакт поверхности пленки с 

подложкой, на которой эта пленка распо-
ложена. Как показано выше и согласуется 
с результатами работы [17], в случае диф-
фузии примесей из неограниченного ис-
точника целесообразно использовать экс-
поненциальный закон изменения электро-
проводимости с глубиной в образце:  

1 0σ ( ) σ exp( 2 )z pz  ,          (4) 

где 0 – поверхностная электропроводи-
мость образца; р – постоянный параметр, 
определяемый технологией получения не-
однородного слоя. 

 

Рис. 3. Схема положения токового зонда на неоднородной пленке, находящейся на металлической 
подложке: I1 – сила тока в зонде; (x1, y1) – координаты центра первого токового зонда;  
a, b, d – геометрические размеры пленки 

Fig. 3. Scheme of the position of the current probe on an inhomogeneous film located on a metal substrate:  

 I1 is the current in the probe; (x1, y1) are the coordinates of the center of the first current probe;  

 a, b, d are the geometric dimensions of the film 

Для нашей задачи при установив-
шихся значениях токов и отсутствии ис-
точников и стоков зарядов справедливы 
соотношения [18]: 

0div j , grad  j .       (5) 

Из соотношений (1), (5) следует, что 
потенциал электрического поля  в об-
разце удовлетворяет уравнению: 

2 2 2

2 2 2

1 d σ( )
0,

σ( ) d

x y z

z

z z z

     
  

  


 



           (6) 

где  0

d
2 exp( 2 )

d
p pz

z


    . 

Граничные условия для получения 
частного решения 1( , , )x y z  определяем 

из требования, что нормальная составля-
ющая плотности тока на всей поверхно-
сти образца, кроме точек под токовым 
электродом, равна нулю [18]. Под контак-
том плотность тока будем считать посто-
янной, равной 2

1 /(4 )I  . Потенциал ниж-

ней грани определяем нулевым, это отве-
чает положению полупроводниковой 
пленки на низкоомной металлической 
подложке. Тогда граничные условия для 
дифференциального уравнения (6) имеют 
вид  

1

0,

0;
x a

x






    1

0,

0
y b

y






;      (7) 
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   
   

1
2

0

1
1 1

1 1

,  при
4

0 ;

0, в остальной области;

I

x x x
z

z y y y

  
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       


 (8) 

1 0
z=d

  .                    (9) 

Общий вид решения уравнения (6) с 
учетом граничных условий (7) – (9) для 
потенциала φi удобно записать в виде 
ряда Фурье [19]: 

   

1

, 0

( , , )

( ) cos cos ,kn k n

k n

x y z

Z z x y




 

  
 
(10)

 

где k = k/a, βn = n/b; )()( zZ i

kn – функция, 

зависящая от переменной z. 

Аналитический вид функции ( )
kn

Z z  

напрямую зависит от закона изменения 
электропроводимости образца с глубиной 
и для экспоненциальной зависимости (4) 
получаем уравнение  

 
2

2 2
2

2 0.kn kn
k n kn

Z Z
p Z

z z

 
    

 
 (11) 

В результате решения данной задачи 
(6) – (9) методом Фурье [19] было полу-
чено общее выражение для вычисления 
потенциала  в образце: 

   

        

1
1

0

1
2

, 00

2 ( ) ( )

2

1 1

( )
( , , )

sin sin4

cos cos cos cos ,

kn kn kn

kn

k n
kn

n k k n

d p z p z

d

kn kn
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где k = k/a, βn = n/b,  
2 2 2

kn k np    , 

0, при 0;

0,5, при 0, 0

         или 0, 0;

1, при 0, 0.

kn

n k

n k

k n

n k

 
  

  
 

  

      (13) 

Полученное выражение (12) позво-
ляет смоделировать распределение потен-
циала на поверхности исследуемой полу-
проводниковой пластины и по всему ее 
объему, а также смоделировать линии 
тока в образце. Данное выражение может 
быть использовано при анализе распреде-
ления полей при зондовых измерениях 
[3], в том числе с использованием АСМ 
[20]. Распределение потенциала (z = 0) на 
верхней грани описывает показания ска-
нирования зондом образца согласно ме-
тоду сопротивления растекания: 

    

        

2
1

1 2
, 00

1 12

1
( , ) 1 4

sin sin
cos cos cos cos .

kn

kn

d

kn d
n k kn kn

k n
k n k n

k n

I d e
x y

ab p p e

x y x y

 

 


         

   
        


               (14)

Определим далее распределение по-
тенциала электрического поля в полупро-
водниковом образце прямоугольной 
формы со стандартными геометриче-
скими размерами a, b и d (см. рис. 3) в слу-
чае расположения двух токовых зондов на 
верхней поверхности исследуемой пла-
стины, нижняя грань располагается на ди- 

электрической подложке. Через токовые 
зонды 1 и 2 квадратной формы со сторо-
ной 2ε, расположенные симметрично на 
поверхности полупроводникового об-
разца на расстоянии 2l1 друг от друга, 
протекает постоянный электрический ток 
I12 (рис. 4).  
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Рис. 4. Схема расположения двух токовых контактов на поверхности  

исследуемого образца, находящегося на диэлектрической подставке 

Fig. 4. Layout of two current contacts on the surface of the sample under study, located  

 on a dielectric stand 

Рассмотрим наиболее распространен-
ный случай, когда электропроводимость 
изменяется с глубиной по экспоненциаль-
ному закону (4). Для стационарных токов 
при отсутствии источников и стоков заря-
дов потенциал электрического поля 
внутри образца должен удовлетворять 
условиям (5) и уравнению (6). 

Граничные условия для определения 
частного решения 2( , , )x y z  аналогично 

предыдущему случаю, определим из тре-
бования равенства нулю нормальной к 
плоскости границам плотности тока 
всюду на поверхности полупроводника, 
кроме контактных площадок, площадью 

24 , под которыми плотность тока посто-
янна: 
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Опуская стандартные для метода 
Фурье [19] преобразования, получаем 
окончательное выражение потенциала 2 

для случая экспоненциальной зависимо-
сти электропроводимости с глубиной: 
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где 

1, при 0,

1/ 2, при 0,n

n

n


  


2 2 2ηkn k n   , 2 2ηkn knp   .                     (18) 

На верхней грани (z = 0) получаем  
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Полученные выражения (17) – (19) 
позволяют проанализировать в неодно-
родном по глубине образце распределение 
потенциала и плотности тока (согласно 
формуле (5)). Также данные выражения 
позволяют разработать теоретически 
обоснованный метод измерения электри-
ческих параметров неоднородной полу-
проводниковой пластины, как это сделано 
в работе [21]. 

Результаты и их обсуждение 

На основании полученной формулы 
для потенциала (16) выполнено компьютер-
ное моделирование эквипотенциальных по-
верхностей в двух сечениях образца в при-
ближении точечных токовых контактов  
(  a,b) с относительными размерами:  
b/a = 1, d/a = 0,01, координатами токовых 
зондов: x1 = 0,1a; x2 = 0,9a; y1 = y2 = b/2.  

Моделирование полей производилось с 
использованием математического пакета 
Mathcad [22]. Результат построения рас-
пределения потенциала на поверхности 
образца (плоскость Oxy) и внутри образца 
в плоскости, проходящей через линию то-
ковых контактов и параллельной плоско-
сти Оxz, представлен на рисунке 5. При 
проведении расчетов для достижения по-
грешности вычислений не более 2% по-
требовалось суммировать ряды Фурье до 

400 слагаемых по каждому из индексов. 
На представленных ниже рисунках мас-
штабы по оси 0х и 0z не совпадают для 
наглядности полученных результатов.  

На рисунке 5, а представлен результат 
распределения эквипотенциальных линий 
в однородном полупроводнике. На ри-
сунке 5, б, в, г представлен результат рас-
пределения эквипотенциальных линий в 
неоднородном полупроводнике при экс-
поненциальной зависимости изменения 
электропроводимости с глубиной (4). 

Для более детального изучения струк-
туры электрических полей в диффузион-
ных полупроводниках проанализируем 
распределение плотности тока по глубине. 
В частности, вычислим зависимости тан-
генциальной составляющей напряженно-
сти Ex(z) и плотности тока jx(z) в средней 
части образца, на прямой, параллельной 
оси Oz, проведенной через точку 
(a/2, b/2, 0). Толщина неоднородного об-
разца выбрана равной 0,4 мм. При этом 
будем характеризовать безразмерные ве-
личины, соотнесенные с их значением в 
точке (a/2, b/2, 0) на поверхности образца 
(рис. 6). Плотность тока определялась со-
гласно полученному распределению по-
тенциалов (17): 

0( ) exp( 2 )x xj z E p z
x


      


. (20)



154                                                          Физика / Physics 

Известия Юго-Западного государственного университета. Серия: Техника и технологии /  
Proceedings of the Southwest State University. Series: Engineering and Technologies. 2023; 13(3): 146–160 

        

а)                                                                                    б) 

                     

в)                                                                                               г) 

Рис. 5. Распределение эквипотенциальных линий в однородном и неоднородном 

полупроводниках, в случае экспоненциальной зависимости σ1(z)= σ0exp(–2hz):  

а – р = 0;  б – р = 10/a;  в – р = 100/a; г – р = 104/a 

Fig. 5. Distribution of equipotential lines in a homogeneous and inhomogeneous semiconductors,  

in case of exponential dependence σ1(z)= σ0exp(–2hz):  a – p = 0; б –  p = 10/a;  

в – p = 100/a; г – p = 104/a 
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а                                                                                     б 

Рис. 6. Моделирование электрических полей в прямоугольном образце при расположении двух 

зондов на верхней грани: a –  зависимость относительной напряженности от глубины z;  

б – зависимость относительной плотности тока от координаты z 

Fig. 6. Simulation of electric fields in a rectangular sample with two probes located on the upper face: 

a – dependence of relative strength on depth z; б – dependence of the relative current density  

on the z coordinate 

Выполненные расчеты показывают 
существенное концентрирование плотно-
сти тока в высоколегированной области в 
малой части образца. В полупроводниках, 
диффундированных примесями, электри-
ческий ток протекает по узким каналам, 
что также приводит к неоднородному вы-
делению внутри образца джоулевой теп-
лоты.  

На основании полученных расчетных 
формул для потенциала (14) также нами 
было выполнено моделирование распре-
деления электрического поля на поверх-
ности диффузионной полупроводниковой 
пленки прямоугольной формы, находя-
щейся на проводящей подложке. Схема 
положения токового зонда на исследуе-
мой пленке представлена на рисунке 2, ко-
ордината токового зонда (a/2, b/2, 0). От-
носительные размеры образца и токового 
зонда: b/a = 1, d/a = 0,01, 2ε = 0,1d. При 
проведении расчетов для достижения по-
грешности вычислений не более 2% по-
требовалось суммировать ряды Фурье до 
500 слагаемых по каждому из индексов. 
На рисунке 7 представлен результат в виде 

графика зависимости относительного по-
тенциала на поверхности пленки в при-
контактной области при различных значе-
ниях геометрического параметра неодно-
родности р. Потенциал в подконтактной 
области принимали за единицу, потенциал 
на проводящей подложке равным нулю.  

Проведенное моделирование показы-
вает, что для образцов с экспоненциаль-
ной зависимостью электропроводимости 
увеличение коэффициента неоднородно-
сти р приводит к уменьшению простран-
ственной области резкого падения потен-
циала и более равномерному распределе-
нию электрического поля на остальной 
поверхности полупроводниковой пленки. 

Для более подробного анализа рас-
пределения электрического поля одного 
малого токового электрода на проводни-
ковой подложке в диффузионном полу-
проводниковом образце (при тех же раз-
мерах полупроводникового образца и кон-
такта) была также построена модель рас-
пределения относительной плотности 
тока вблизи проводниковой подложки 
(плоскость z = d).
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Рис. 7. График зависимости относительного потенциала на поверхности полупроводниковой 

диффузионной пленки прямоугольной формы от координаты х при различных параметрах 

диффузии р 

Fig. 7. Graph of the dependence of the relative potential on the surface of a rectangular semiconductor 

diffusion film on the x coordinate for various diffusion parameters p 

На рисунке 8 представлен график за-
висимости относительной плотности тока 
от координаты х вблизи подложки с диф-
фузионной пленкой при различных пара-
метрах неоднородности р. Из полученных 
графиков видно, что увеличение коэффи-
циента неоднородности р приводит к воз-

растанию области растекания тока на под-
ложке. При р > 100 ток вблизи подложки 
(zd) распределяется практически равно-
мерно. За единицу плотности тока прини-
малось его значение в точке под токовым 
контактом (a/2, b/2,d), что соответство-
вало максимальному значению. 

 

Рис. 8. Графики распределения относительной плотности тока в диффузионной пленке  

на проводящей подложке при различных параметрах неоднородности р 

Fig. 8. Graphs of the distribution of the relative current density in a diffusion film on a conductive 

substrate for various parameters of inhomogeneity p 

 

Из анализа полученных графических 
зависимостей видно, что параметр неод-
нородности р существенно влияет на рас-
пределение электрического поля и плот-
ности тока в образце. Таким образом, при 

увеличении параметра р наблюдается эф-
фект более равномерного растекания 
плотности тока в объеме неоднородного 
полупроводника по отношению к одно-
родному. Также необходимо отметить 
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уменьшение области резкого падения 
(возрастание величины градиента) потен-
циала на поверхности полупроводниковой 
пленки вблизи токового контакта.  

Экспериментальная проверка полу-
ченных распределений потенциала пред-
ставлена в статьях [21; 23], в которых по-
казано согласование опытных и расчет-
ных значений потенциалов.  

Выводы 

Выявлена и определена аналитиче-
ская нелинейная зависимость электриче-
ского напряжения между измеритель-
ными зондами от параметров распределе-
ния примесей в ограниченных неоднород-
ных диффузионно-легированных полу-
проводниках реальных образцов при про-
ведении исследований на постоянном 
токе. 

Выявлена более значимая локализа-
ция силовых характеристик электриче-
ского поля вблизи токовых контактов в 

диффузионно-легированных полупровод-
никах по отношению к однородным мате-
риалам. Показано существенное концен-
трирование потенциала в приконтактных 
областях и одновременное вытеснение 
плотности тока в объем высоколегирован-
ной части неоднородного образца. 

Представленные в работе выражения 
в виде рядов специальных ортогональных 
функций для распределений электриче-
ских полей в неоднородных полупровод-
никовых пленках и образцах могут быть 
использованы при анализе эксперимен-
тальных данных зондовых измерений, в 
том числе при рассмотрении результатов 
сканирующей зондовой микроскопии ме-
тодом сопротивления растекания. Полу-
ченные и проанализированные в работе 
выражения для электрических полей мо-
гут быть использованы для моделирова-
ния электрофизических свойств реальных 
неоднородных материалов электроники и 
легированных полупроводников. 
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