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Резюме 

Цель. Изучение формирования кластеров в системе хаотично движущихся и взаимодействующих частиц с 
учетом эффекта Ефимова и «золотого» сечения. 
Методы. Применялись методы математического моделирования, квантовой механики, модель твердых 
сфер, кластерная модель. 
Результаты. В рамках предлагаемой работы отмечается, что в трехчастичной системе частиц воз-
можно образование их пространственной конфигурации в виде «золотого» треугольника, причем в случае 
возбужденного состояния двух частиц третья частица находится достаточно далеко от двух других, 
именно такая конфигурация соответствует условиям возникновения эффекта Ефимова в трехчастичной 
системе. 
Основываясь на математическом формализме описания процессов самоорганизации, в работе показано, 
что в хаотичных средах в рамках модели Ефимова с привлечением «золотого» сечения во взаимном распо-
ложении трех взаимодействующих частиц возможно образование дискообразных кластеров, содержащих в 
своем составе «магическое» число частиц. В структуре этих кластеров возможно образование квантово-
размерных областей в виде тора. Определены параметры таких областей. 
Заключение. Описанная модель формирования и распада дискообразных кластеров с учетом эффекта 
Ефимова и правила «золотого» сечения позволяет, не прибегая к сложному решению уравнений в задаче 
трех тел, получить важные соотношения, следующие из строгих теорий. Из предлагаемого подхода в ра-
боте следует возможность самоорганизации кластеров и образования в их структуре квантово-размерных 
областей, например в виде тора, обладающих потенциальной ямой, способных захватывать заряженные 
частицы и определять их энергетический спектр, а также объяснять появление спектральных полос в ИК-
спектрах веществ. 
Предложенный подход может иметь практическое значение, например, для предсказания ИК-спектров жид-
костей, наличия в жидкостях квантовых точек с широким спектром возбуждения от УФ- до ИК-излучения. 
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Abstract 

Purpose. The study of cluster formation in a system of chaotically moving and interacting particles taking into account 
the Efimov effect and the "golden" section. 
Methods. Methods of mathematical modeling, quantum mechanics, a model of solid spheres, and a cluster model were 
used. 
Results. Within the framework of the proposed work, it is noted that in a three-particle system of particles, it is possible 
to form their spatial configuration in the form of a "golden" triangle, and in the case of an excited state of two particles, 
the third particle is far enough away from the other two, it is this configuration that corresponds to the conditions for the 
occurrence of the Efimov effect in a three-particle system. 
Based on the mathematical formalism of the description of self-organization processes in the work, it is shown that in 
chaotic environments within the framework of the Efimov model, with the involvement of the "golden" section in the 
mutual arrangement of three interacting particles, it is possible to form disk-shaped clusters containing a "magic" num-
ber of particles. In the structure of these clusters, the formation of quantum-dimensional regions in the form of a torus 
is possible. The parameters of such areas are defined. 
Conclusion. The described model of the formation and decay of disk-shaped clusters, taking into account the Efimov 
effect and the "golden" section rule, allows us, without resorting to a complex solution of equations in the three-body 
problem, to obtain important relations following from strict theories. The proposed approach implies the possibility of 
self-organization of clusters and the formation of quantum-dimensional regions in their structure, for example, in the 
form of a torus with a potential well, capable of capturing charged particles and determining their energy spectrum, as 
well as explaining the appearance of spectral bands in the IR spectra of substances. 
The proposed approach may be of practical importance, for example, for predicting the IR spectra of liquids, the pres-
ence of quantum dots in liquids with a wide spectrum of excitation from UV to IR radiation. 
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*** 

Введение 

Эффект образования связанного со-
стояния между частицами в трехчастич-
ной системе впервые был обнаружен Ефи-
мовым [1; 2]. Подробный анализ эффекта 
Ефимова с обширной библиографией (бо-
лее 400 ссылок) проведен в обзоре [3]. Ди-
намические взаимодействия в рамках эф-
фекта Ефимова имеют иерархическую 

природу: вначале формируются элементы 
структуры, служащие зародышами для об-
разования более сложных архитектурных 
мотивов. Второй стадией является ассоци-
ация некоторых элементов вторичной 
структуры. Следующий этап – образова-
ние специфических взаимодействий 
между участками, значительно удален-
ными один от другого, причем специфиче-
ские динамические взаимодействия не 
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свойственны обычным парным статиче-
ским взаимодействиям типа кулоновских 
или ван-дер-ваальсовских. В системе, со-
стоящей из множества частиц, эти специ-
фические взаимодействия приводят к об-
разованию иерархии взаимодействий [4; 
18]. 

В рамках предлагаемой работы отме-
чается, что в трехчастичной системе ча-
стиц возможно образование их простран-
ственной конфигурации в виде «золотого» 
треугольника, причем в случае возбуж-
денного состояния двух частиц, третья 
частица находится достаточно далеко 
от двух других, именно такая конфигура-
ция соответствует условиям возникнове-
ния эффекта Ефимова в трехчастичной си-
стеме [1–6]. 

Изучение процессов самоорганиза-
ции в конденсированных средах ведется 
на протяжении длительного времени [7]. 
К этому направлению относятся исследо-
вания законов синергетики (Г. Хакен [8]), 
теория неравновесной термодинамики 
(И. Р. Пригожин [9], Ю. Л. Климонтович 
[10]) и теория катастроф (Р. Том [11]). Са-
моорганизация частиц в кластерные си-
стемы наблюдается также в кристалличе-
ских структурах (самосборка) [12], в био-
логических веществах [13], в жидкостях (в 
том числе квантовых), газах и плазме [14], 
полимерах [15]. 

Материалы и методы 
В исследовании использовались ме-

тоды математического моделирования, 
квантовой механики, модель твердых 
сфер, кластерная модель. 

Оператор полной энергии системы Ĥ , 
состоящей из трех частиц, записывается в 
стандартном виде [1–6]: 

     

2 2 2
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где   – приведённая постоянная Планка; 
  – оператор набла; m – масса частицы; 
 12V r ,  13V r ,  23V r  – парные потенци-

алы взаимодействия частиц; 12r , 13r , 23r  – 
расстояния между частицами, 
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Решение этой задачи для сил нуле-
вого радиуса действия было выполнено 
Г. В. Скорняковым и К. А. Тер-Мартиро-
сяном [4]: 
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где k – относительное волновое число 
между двумя частицами;  ,k ijR r

   – вол-

новая функция;  1 1F R ,  2 2F R ,  3 3F R  – 

гиперрадиальные функции; 1R , 2R , 3R  – 
гиперрадиусы;  12r ,  13r ,  23r  – фа-
зовые сдвиги; a – длина рассеяния. 

Уравнение (2) было обобщено  
Л. Д. Фаддеевым для потенциалов конеч-
ного радиуса [5; 6]. Расширение модели 
(2), оставляющее взаимодействие между 
частицами точечным, приводит к волно-
вым функциям рассеяния, удовлетворяю-
щим при всех 0k   равенству [1–6] 

   0ln ctgr
d r k k k
dr

       .   (4) 

Решение системы уравнений типа 
уравнений Фаддеева для трех частиц было 
найдено В. И. Ефимовым [1–6]. 

Уравнение Шредингера в гиперсфе-
рических координатах имеет вид 
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где  nV R  – гиперрадиальный потенциал 
Ефимова; R  – гиперрадиус. 

Как показали расчеты, при значении 
параметра 0 1,00624ns s i    решение 
системы уравнений (5) и (6) является мни-
мым. В этом случае потенциал (6) стано-
вится отталкивающим и трактуется как 
центробежный барьер для свободного 
движения трехчастичной системы, при 
этом 0R  приводит к эффективному притя-
жению трех тел [16; 17]. 

Теория Ефимова содержит некоторые 
важные положения. 

1. Эффект Ефимова проявляется 
наиболее четко, если третья частица в 
трехчастичной системе оказывается 
меньше двух остальных по массе и разме-
рам. 

2. В конфигурационном пространстве 
положение трех частиц описывается па-
рами приведенных координат Якоби 
 ,  x y 
  , причем  1,  2,  3   они обра-

зуют циклическую перестановку индексов 
(1, 2, 3). Набор координат α описывает раз-
биение трех частиц на пару частиц-димер 
 ,   

 

и отдельную частицу α [3; 17]. 

 
1
22m m

x r r
m m

 
  

 

 
  

  

   , 

 
1
22

      ,

m m m
y

m m m

m r m r
r

m m

  


  

   


 

 
  

   
 

    



 


           

(7)

 

где m , m , m  – массы частиц; r
 , r

 ,  

r
  – радиусы-векторы, определяющие по-
ложение частиц в пространстве. 

Полная волновая функция в этом слу-
чае представляется в виде суммы функций 
Фаддеева [1–6]. 

3. В системе трех частиц, взаимодей-
ствующих с силами малого радиуса  0r , c 
длиной рассеяния a , возникают специфи-
ческие уровни энергии, не зависящие от 
радиуса действия сил взаимодействия – 
уровни Ефимова. Приближенно их число 
можно найти по формуле [1–6] 

0

1 ln aN
r

 
    

.                  (8) 

Отличие энергий соседних энергети-
ческих уровней Ефимова можно найти по 
формуле 

 
1

exp 2n

n

E
E 

  .           (9) 

Если 0 0r  , то N  , тогда со-
гласно уравнениям Скорнякова – Тер-
Мартиросяна энергетические уровни яв-
ляются наблюдаемыми и имеют физиче-
ский смысл. Ефимов предсказал, что для 
трех одинаковых бозонов с резонансным 
взаимодействием двух тел существует 
набор связанных состояний (тример). 

Интересно отметить, что эффект Ефи-
мова для системы трех квантовых частиц 
при квантово-механическом описании 
прогнозирует, что трехчастичные «связан-
ные состояния» становятся собственными 
векторами в теории эффекта, при этом на 
решетке «выделенного центра масс» си-
стемы реализация гамильтониана как 
«расслоенного оператора», т. е. «прямого 
интеграла семейства операторов» ( )H K , 
зависят от полного квазиимпульса  

3K T , где 3T  – трехмерный тор [18; 19],  
т. е. три связанные частицы образуют сфе-
рическую квантово-размерную область. В 
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случае образования дискообразного кла-
стера эти сферы преобразуются в тор. В 
случае захвата в тороидальную квантово-
размерную область заряженной частицы 
эта область становится «квантовой точ-
кой» с излучением электромагнитной 
волны определенной частоты [20]. 

Результаты и их обсуждение 

Геометрический фактор и «золо-
тая» пропорция в эффекте Ефимова 

Если расстояние между двумя части-
цами соответствует минимуму потенци-
альной энергии взаимодействия, но для 
образования связанного состояния частиц 
ее недостаточно, то появление третьей ча-
стицы на расстоянии, превышающем рас-
стояние между тесной парой, приводит к 
возникновению эффекта Ефимова (рис. 1) 
[1–5]. 

В хаотической системе частиц в ре-
зультате случайных процессов центры 
масс трех связанных частиц могут образо-
вать равнобедренный треугольник, сто-
роны и углы которого соответствуют «зо-
лотому» сечению. В этом случае диаметр 
одной из двух взаимодействующих частиц 
σ  (в димере) и расстояние до третьей воз-
мущающей частицы 1L  определится на ос-
нове свойств «золотого» треугольника 
формулой (рис. 1) 

1
σ

θ2sin
2

L  ,                 (10) 

где 1L    для угла 36°;  – «золотой» 
угол; 1,6180339...   – значение «золо-
той» пропорции («золотое» сечение). 

 
Рис. 1. Формирование дискообразного кластера абсолютно твердых сфер на основе «золотого» 

правила 

Fig. 1. Formation of a disk-shaped cluster of absolutely solid spheres based on the "golden" rule 

Плоскость, перпендикулярную плос-
кости равнобедренного треугольника и 
проходящую через его вершину и центр 
масс двух частиц (димер) его основания, 
назовем экваториальной плоскостью 
формирующегося кластера eQP. Путем 

поворота трехчастичной системы (m1, m2, 
m3) вокруг оси Z на «золотой» угол фор-
мируется также «золотой» треугольник с 
вершинами в центре масс димера и цен-
трами частиц диаметром 0σ  в экватори-
альной плоскости (см. рис. 1). 
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Количество плотноупакованных аб-
солютно твердых сфер N1, располагаю- 
щихся в плоскости eQP, зависит от «золо-
того» угла θ: 

1
360

θ
N 

 .                   (11) 

Расчеты параметров равнобедренных 
треугольников, лежащих в плоскости eQP, 
представлены в таблице 1. 

Под «золотым» углом в настоящей 
работе понимается угол при вершине од- 

ного из равнобедренных треугольников, 
лежащих в экваториальной плоскости, 
под которым виден диаметр третьей ча-
стицы. При делении полного угла в 360° 
на «золотой» угол должно получиться це-
лое число, задающее количество частиц на 
периферии дискообразного кластера. 
Формирование дискообразного кластера, 
а также образование первоначального «зо-
лотого» треугольника из трех связанных 
частиц определяется условиями (10) и 
(11). 

Таблица 1. Параметры «золотых» треугольников 

Table 1. Parameters of the "golden" triangles 

№ θ 1
360

θ
N 

  (11) θ2 sin
2

 1

σ
L  (10) 

1 72° 5 1,17557… 0,85065… 

2 36° 10 0,61803… 1, 618033...   

3 18° 20 0,31287… 2 3, 23607...   

4 12° 30 0,20906… 3 4,85410...   

5 9° 40 0,15692… 4 6, 47213...   

6 6° 60 0,10462… 6 9, 70820...   

7 3° 120 0,052354… 12 19, 4164...   

8 2° 180 0,034905… 18 29,1246...   

9 1° 360 0,017453… 35 56, 6312...   
57,2967… 

 
При «золотом» угле равном 1° рассто-

яние между центром масс димера и цен-
тром масс третьей частицы, т. е. расстоя-
ние, при котором происходит образование 
связанного состояния трех частиц, макси-
мально и равно 

057, 2938 σcapL   ,       (12) 

где 0σ  – диаметр третьей частицы в трех-
частичном треугольнике в экваториаль-
ной плоскости. 

В работе [21] показано, что для He3 в 
случае основного состояния система He3 

образует равносторонний треугольник, в 
случае возбужденного состояния один из 
атомов находится достаточно далеко 
от двух других, причем именно эта конфи-
гурация соответствует условиям возник-
новения эффекта Ефимова в трехчастич-
ной системе. В рассматриваемом прибли-
жении вид парных потенциалов взаимо-
действия не оказывает существенного 
влияния на результаты расчетов. 

Для трехчастичной системы He4, диа-
метр атома которого в модели абсолютно 
твердой сферы составляет 2,10 Å, следо-
вательно, в рамках предложенной модели 
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согласно формуле (12) захват третьей ча-
стицы димером He4 произойдет на рассто-
янии приблизительно в 120 Å, что корре-
лирует с длиной рассеяния в модели Ефи-
мова (  Å104L   [21]). 

Формирование дискообразных кла-
стеров в системе хаотично движущихся и 
взаимодействующих частиц происходит в 
несколько этапов. 

I этап: в результате эффекта Ефи-
мова возникает связанное состояние трех 
частиц. При этом их центры масс могут 
образовать равнобедренный треугольник, 
стороны и углы которого соответствуют 
«золотому» сечению. 

II этап: получившийся треугольник 
становится основой для дальнейшего про-
цесса самоорганизации. В плоскости, пер-
пендикулярной плоскости равнобедрен-
ного треугольника и проходящей через 
его вершину и центр масс двух частиц (ди-
мер) его основания, формируются равно-
бедренные «золотые» треугольники, по-
добные друг другу, имеющие одну общую 
вершину в центре масс димера. В полу-
чившемся дискообразном кластере 
(рис. 2) число частиц на периферийном 
круге зависит от величины «золотого» 
угла в равнобедренном треугольнике (см. 
табл. 1). 

 

 Рис. 2. Тороидальная квантово-размерная область в структуре дискообразного кластера 

Fig. 2. A toroidal quantum-dimensional region in the structure of a disk-shaped cluster 

В работе [22] сообщается о существо-
вании дискообразных кластеров и об об-
наружении магических чисел в двумер-
ных кластерах Ag, выращенных на кванто-
вых подложках Pb. 

При изучении масс-спектрограмм 
кластеров натрия [23] выявлены кластеры 
с числом атомов N = 8, 20, 40, 58 и 92, ко-
торые являются магическими. 

III этап: в результате самоорганиза-
ции элементов ефимовских тримеров фор-
мируется дискообразный кластер, в эква-
ториальной плоскости которого образован 
планарный кластер с центром в центре 
масс димерного образования и числом ча-
стиц, кратных одному из «золотых» углов, 

причем число частиц в планарном кла-
стере являются магическими числами и 
связаны с правилом Цекендорфа.  

В настоящей работе авторы придер-
живаются классической трактовки маги-
ческих чисел, которая следует из ряда чи-
сел Фибоначчи, при этом кластеры с чис-
лом частиц, соответствующих одному из 
магических чисел, являются наиболее 
устойчивыми. 

Если параметры структуры кластера 
удовлетворяют «золотому» сечению, то 
взаимодействие между частицами проис-
ходит по определенному закону. Действи-
тельно, воспользуемся наиболее общим 
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степенным потенциалом Г. Ми (Mie) 
 ijr  [24]: 

  0 0
0

n m

ij
ij

i
j

j
i

Сr
r r

                    
,     (13) 

m
n m

ij
n nС

n m m
     

,  
1

0 1

n mm R
n

    
 

, (14) 

где 0  – глубина потенциальной ямы; 0  – 
эффективный диаметр взаимодействую-
щих частиц; n m  – целочисленные пока-
затели степени; 1R  – радиус первой коор-
динационной сферы. 

Из (10) и (13) вытекает соотношение, 
связывающее показатели m и n потенци-
ала с «золотым» сечением Φ (при угле 
36°): 

1
n mn

m
     

.              (15) 

Для случая 2m  , 3n   в (15) выра-
жение потенциала (13) примет вид 

 
3 2

0 0
0

9
4ij

ij ij

r
r r

                    
.     (16) 

Выбор потенциала в виде (16) позво-
ляет предсказать в системе частиц возник-
новение иерархии взаимодействий, когда 
слабые взаимодействия вызывают более 
сильные взаимодействия в системе частиц 
[1–6; 17]. 

Если в потенциале (13) принять  
1m  , 2n  , тогда 

 
2

0 0
04ij

ij ij

r
r r

                    
.     (17) 

Потенциал (17) является частным 
случаем потенциала Кратцера [25]. 

Если взаимодействие между части-
цами описывается потенциалом Кратцера 
в виде 

2
0 0

2
1( ) 2
2eV r D

r r

  
    

 
,       (18) 

где eD  – глубина потенциальной ямы, то 
в этом случае уравнение Шредингера  
допускает точное решение и позволяет по-
лучить формулу для собственных значе-
ний энергии колебательно-вращательных 
движений и описывается уравнением  
Данхэма [26]: 

2 2
02

2
2

2
02

2

21 1 .
2 2

nl e

e

mE D

mD
n l



   

            





 

(19)

 

IV этап: диаметр дискообразного 
кластера определяется радиусом действия 
ефимовских сил и геометрически одно-
значно связан с боковыми сторонами рав-
нобедренного ефимовского треугольника, 
величина которого определяется «золо-
той» пропорцией (рис. 2). 

Параметры квантово-размерной об-
ласти в структуре дискообразного 
кластера в виде тора можно вычислить из 
геометрических соображений: 

0

0
ctg

2 2 2Tor
mR

m m
           

.      (20) 

Если масса m трех связанных частиц 
в «золотом» треугольнике одинакова, то 
большой радиус тора 

ctg
6 2TorR     

 
,           (21) 

а малый 

2Torr 
  .                    (22) 

Из (21) и (22) следует 
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 2 3

3

ctg
12 2

0,3137 ctg .
2

TorV
      

 
    

 

       

(23)

 

Тор в результате математических пре-
образований можно получить из прямо-
угольника отождествлением точек на про-
тивоположных сторонах. Очевидно, спра-
ведливо обратное утверждение, поэтому 
движение заряженной частицы в объеме 
тора можно трактовать как движение этой 
частицы в плоской потенциальной яме 
шириной 2 Torl r   и конечной глубины 

2 Torh R  . Такой подход делает возмож-
ным использовать уже существующую 
теорию (квантовую) движения заряжен-
ных частиц в потенциальной яме и расчета 
их энергетического спектра [27]. 

Кластерная модель, предлагаемая ав-
торами, позволяет объяснить появление 
спектральных полос в ИК-спектрах угле-
водородных жидкостей [28; 29]. 

Выводы 

1. Благодаря эффекту Ефимова в 
неупорядоченных конденсированных сре-
дах возможно образование связанных со-
стояний трех частиц. Если расстояния 
между этими частицами удовлетворяют 
«золотой» пропорции, то возможно обра-
зование дискообразных кластеров. 

2. При использовании потенциала 
Кратцера для описания взаимодействия 
частиц в структуре кластера собственные 
значения энергии колебательно-враща-
тельных движений молекул описываются 
уравнением Данхэма. 

3. Выявлены новые алгоритмы в про-
цессах формирования и распада дискооб-
разных кластерных систем на основе эф-
фекта Ефимова с привлечением теоремы 
Цекендорфа и правила «золотой» пропор-
ции при делении кластеров. Предложен-
ная модель позволяет, не прибегая к слож-
ному решению уравнений в задаче трех 
тел, получить важные соотношения, сле-
дующие из строгих теорий. 
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